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Parte 1

Teoria de la Probabilidad

1. Revisiéon de conceptos basicos

1.1. Definicién de Espacio de Probabilidad

Supongamos dado un conjunto 2 (espacio muestral) cuyos elementos (puntos muestrales) quedan
indeterminados; el espacio €2 se supone no vacio. Asimismo supondremos fijada una familia S (familia
de sucesos) de subconjuntos (sucesos) de 2. Ademads, suponemos dada una funcién P : S — R.

Todos estos elementos cumplirdn seis axiomas, los axiomas S1,52 y S3 para S, que hacen que S sea
una o-algebra:

» S1: QeS8
= S2: AcS = A°eS
m S3: 4,5, n=123,... = U2 A, €S
y los axiomas P1, P2 y P3 para P, que hacen que P sea una funcion de probabilidad:
« P1: P(Q) =1
» P2: AcS = P(A)>0
» P3: 4,8, n=1,23,...con ;iNA;=0,Vi#j = P(U2A4,)=> ", P(A)

1.2. Propiedades de la familia de sucesos

Si S wverifica S1, S2 y S3, entonces verifica:
n )es

A eSS, 1<i<n = UL A ceS

A, eS 1<i<n — ﬂ?zlAiES

A eSS, i=1,2,... = U4 €S

A BeS = A\BeS, AABeS

1.2.1. Limites de sucesiones de conjuntos

Dada una sucesién de conjuntos de €2
A17A27A3) s

podemos definir dos nuevos conjuntos en ) que llamamos limite inferior y limite superior de la
sucesiéon de conjuntos dada y vienen dados por:

liminf A, ={w e Q: ImVn>m = we A,}



limsup A, = {w € Q: Vm,3In > mjw € A,}

Intuitivamente, el limite inferior son los elementos que pertenecen a todos los A, a partir de uno de ellos
en adelante. El limite superior estd formado por aquellos elementos que pertenecen a infinitos A,.
Cuando ambos limites coinciden se dice que existe el limite de A, y se escribe

lim A,, = liminf A, = limsup A,

Teorema 1.1. Los limites inferior y superior de A, pueden obtenerse mediante las formulas
liminf A,, = Un>1 Np>n Ap

limsup Ay, = Np>1 Upsn 4p

por tanto, si A, € S, entonces liminf A,,limsup A, € S. Y si existe el limite, este también estard

en S.

Teorema 1.2. Para cualquier sucesion de conjuntos Ay:
liminf A,, C limsup A,

(lim inf A4,)° = lim sup A,

(lim sup A,,)¢ = lim inf AS

1.2.2. Familias mondétonas

Una sucesién A,, de conjuntos de {2 se llama mondtona creciente si se cumple A, C A,+1 Vn, y se
dice monétona decreciente si A, O A, 1 Vn.
Las sucesiones monétonas son convergentes:

Teorema 1.3. Si la sucesion A, es mondtona creciente, entonces existe
lim A,, = U, A,
St la sucesion A, es monctona decreciente, entonces existe

lim A,, = N, A,

Diremos que la familia de conjuntos {A; : t € C'} C P (£2), donde C es un subconjunto de la recta real,
es una familia monétona creciente si

t1,t9 € C, th <ty = At1 C At2
Una familia de la misma forma es una familia monétona decreciente si

t1,t9 € C, t1 <ty — At1 DAt2



Teorema 1.4. Supongamos que {A;:t € T} C P (), T CR, es una familia de conjuntos mond-
tona creciente y existe un intervalo I = (a,b) C T. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. para cualquier sucesién (z,) de ntimeros reales tal que a < z, < Tp41, Yn = 1,2,...y
lim z,, = b se tiene
Ut<p At = UpZ; Az,

por tanto, si la familia {A; : t € T'} estd contenida en una o — dlgebra S, entonces UipA; € S

2. para cualquier sucesion (y,) tal que b > y, > yp41 paran =1,2,... y limy, = a se tiene

Ni>a At = Ny Ay,

por tanto, si la familia {A; : t € T'} esta contenida en una o —dalgebra S, entonces N> A; € S

J

Este teorema tiene su andlogo para intervalos I con a = 0o 6 b = 0o, asi como para familias monétonas
decrecientes.

1.2.3. Familias engendradas por una familia

Dada una familia C C P (Q2) se llama o-algebra engendrada por C a la minima a—élgebraﬂ en )
que contenga a la familia C. Se representa por o (C).

Teorema 1.5. Dadas dos familias C1, Co C P (R2), para que o (C1) = o (Ca) es necesario y suficiente
que C1 C o (C2) yCa C o (C1)

Si (2, 0) es un espacio topoldgico con la familia de abiertos O, llamaremos familia de Borel en Q
a la o-algebra engendrada por la familia O.
1.2.4. o-algebra de Borel en R

Llamamos conjuntos de Borel en R a los conjuntos de la o-algebra engendrada por la familia Oy
de los conjuntos abiertos en R. La familia de los conjuntos de Borel se denota

By =0 (0;)
A veces es conveniente considerar B; engendrada por una familia distinta de O;. Llamemos
Fi={ICR:I=(—o0,z], z € R}
Como (z,00) € O1 C By resulta que
(—oc0,2] = (2,00) € By = F1 C By

Por otra parte, los intervalos (a,b] = (—00,b] \ (—00,z] € o (F1) y (a,b) = Un(a,b— 1] € o (F1), y como
cualquier conjunto abierto en R es una unién contable de intervalos abiertos (a,b) resulta

01 C U(./_"l)

'Es facil ver que la interseccién arbitraria de o-algebras es una o-algebra, lo cual permite escribir la menor o-dlgebra como
la interseccién de todas las o-algebras que contengan al conjunto, siendo la interseccién no vacia porque €2 es una o-algebra.



Por lo que se verifican las condiciones del teorema 5 y tenemos

0‘(]:1) = 0'(01) = Bl

1.2.5. o-algebra de Borel en R*

Llamamos conjuntos de Borel en R a los conjuntos de la o-dlgebra engendrada por la familia
O, de los conjuntos abiertos en R¥. Representaremos a la familia de los conjuntos de Borel en R¥ con la
notacion

By = o (Of)
De forma andloga a lo que ocurre en una dimension, si definimos
k
Fr ={(—00,x1] X ... X (—o0,xx] :x; €ER, Vi=1,...,k} = {I CRF:T= H(foo,xi},:ci € R}
i=1
se tiene que

0 (Fr) = 0 (Or) = Bi

1.3. Primeras propiedades de la funcién de probabilidad P
= P:S — R es una funciéon de conjunto ya que su dominio es una familia de conjuntos
= P es no negativa, por el axioma P2

= P es numerablemente aditiva 6 o-aditiva, por el axioma P3

Teorema 1.6. P satisface:

1. El suceso vacio, ), es un suceso nulo, o sea, P () =0

2. A; €8, j=1,...,ncon A;NA; =0, Vi+# j, entonces
P(Up_14;) =) P (4))
j=1

o sea, P es finitamente aditiva.

3. A,B€S, AC B, entonces
P(B\A)=P(B)—P(4) (P es sustractiva)

P(A) < P(B) (P es mondétona)

Ademas, VA € S
P(A) <1

P(A%) =1— P(A)




1.3.1. Probabilidad de la unién

7~

Teorema 1.7. Para dos sucesos cualesquiera A y B se verifica

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)

Teorema 1.8. Férmula de inclusion-exclusion
Sean A1,...,A, n sucesos cualesquiera. Entonces

P (U7 4;) ZP )= P(ANA)+D> PANANA)—...+ ()" P(NTA;)
1 1

donde los indices se mueven en los conjuntos pertinentes. En el primer sumando, 1 < i <mn, en el
segundo 1 <1< j<mn, eneltercerol <i<j<k<n,y asi sucesitvamente.

1.3.2. Subaditividad de la funcién de probabilidad

Teorema 1.9. P se dice que es numerablemente subaditiva porque para cualquier sucesion A,

de sucesos se tiene
o)
n 1A E

Teorema 1.10. P se dice que es finitamente subaditiva porque para n sucesos A; cualesquiera,

1 <j <mn, se verifica
1A45) <Y P(4))
j=1

Asi, como P posee las dos propiedades anteriores, se dice que es contablemente subaditiva.

Teorema 1.11. La union contable de sucesos nulos es un suceso nulo.
La interseccion contable de sucesos casi sequros es um suceso casi Sequro.




1.3.3. Propiedades de limite de la funcién P

e 1

Teorema 1.12. Sea A,, una sucesion de sucesos mondtona creciente, entonces existe
lim P (Ay,) = P (lim A,) = P (U, Ay)

y se dice que P es continua inferiormente.
Si la sucesion es mondtona decreciente, entonces también existe

lim P (A,) = P (lim A,) = P (N Ay)

y se dice que P es continua superiormente.

Teorema 1.13. Si A, es una sucesion cualquiera de sucesos se tiene

P (liminf A,) < liminf P (A4,) < limsup P (4,,) < P (limsup A,)

Teorema 1.14. Si A, es una sucesion de sucesos convergente, o sea, que tiene limite, entonces
existe
lim P (A,) = P (lim A,)

y se dice que P es continua.

1.3.4. Limites para familias monétonas

Teorema 1.15. Sea {A;:t €T}, (a,b) C T C R una familia de sucesos mondtona creciente.
Entonces
lgilp(At) = P (Ucp Ay)

lgfﬂP(At) = P (Nt>aAt)

Y este teorema tiene sus correspondientes andlogos para intervalos infinitos y para familias monétonas
decrecientes.

1.4. Probabilidad condicionada

Sean A, B dos sucesos cualesquiera con la tnica condicién de que P (B) > 0. La probabilidad de A

condicionada por B es
P(ANB)

P(AIB) = ~5ps

De esta definicién se deduce que
P(ANnB)=P(B)P(A|B), (P(B)>0)

Cuando P (A) = P (A|B) los sucesos A y B se dice que son independientes entre si. Lo mismo se dice
si P (B) = 0.

10



1.4.1. Propiedades

A veces se denota
Pp(A) = P (A|B)

Asi, vemos que, fijado B, Pp es una funciéon de dominio S.

Teorema 1.16. Dado el espacio de probabilidad (2, S, P) y un suceso B con P (B) > 0, entonces
(Q,S, Pp) también es un espacio de probabilidad.

Como (2, S, Pp) es un espacio de probabilidad, entonces, si C' es un suceso con Pg (C) > 0 podemos
aplicar la definiciéon de probabilidad condicionada en este nuevo espacio de probabilidad condicionada,
para obtener

Py(AnC) “F P(ANBNO)

_ _I'B o P(B) . .

Pg (A|C) = P (A|B|C) = 0] - PO~ PBEAC) = P(AIBNC)
P(B)

y vemos como no es necesario utilizar probabilidades con sucesivas condiciones, sino que basta con una
sola condicion para expresar probabilidades condicionadas sucesivamente.

1.4.2. Teorema de la probabilidad compuesta

Teorema 1.17. Teorema de la probabilidad compuesta
Sean A1, ..., A, n sucesos cualesquiera y supongamos que

P(Ain...NA,_1)>0
FEntonces se tiene

P(A1N...NA,) =P (A1) P(A|A1)-P(As|NTA)-...- P (A, N7 4;)

1.4.3. Teorema de la probabilidad total

En el calculo de probabilidades se presentan situaciones en las que existen n sucesos incompatibles

cuya unién es €2, o sea
Hy,...,H,; Hi0Hj =0, Vi# j; UjH; =Q

que poseen probabilidades conocidas P (H;) y para cada suceso A resultan también conocidas las proba-
bilidades condicionadas P (A|H;). En esta situacién se puede calcular la probabilidad de A a través de
las probabilidades anteriores.

Los sucesos H; se denominan hipétesis, las probabilidades P (H;) son las probabilidades a priori
de las hipétesis, la probabilidad condicionada P (A|H;) es la probabilidad de A en la hipétesis H;
y la probabilidad P (H;|A) es la probabilidad a posteriori de la hipétesis H;, cuando se conoce que
ha ocurrido A.

11



Teorema 1.18. Teorema de la probabilidad total
Sean Hj; n sucesos incompatibles de probabilidades no nulas y cuya unién es Q. Entonces, para
cualquier suceso A se tiene

P(A)= ) P(H))P(AH)

1<j<n

Observacion 1.1. Nétese que no es necesaria la hipétesis de que P (H;) > 0, porque suprimiendo sumandos
nulos obtendriamos la misma féormula para las hipétesis no nulas.
Noétese, también que la férmula funciona de igual forma para un conjunto numerable de hipotesis.

1.4.4. Teorema de Bayes

La férmula de Bayes nos da la probabilidad a posteriori de una hipétesis H; cuando se conoce que ha
ocurrido un suceso A.

Teorema 1.19. Teorema de Bayes
Sean Hj, 1 < j < n n sucesos incompatibles de probabilidades positivas y cuya union es Q y A
un suceso cualquiera de probabilidad positiva. Entonces, para cualquier duceso H,, se obtiene la
formula de Bayes

Z1§j§nP(Hj)P(A|Hj)

Observacion 1.2. Como antes, en el Teorema de Bayes se puede suprimir la condicion P (H;) > 0 Vj
tomando en la suma del denominador solo las hipdtesis no nulas. Ademas, esta férmula se puede utilizar
también en el caso en que los H; son un conjunto numerable.

Teorema 1.20. Formula de Bayes generalizada
Sean Hj, 1 < j <n, n sucesos incompatibles cuya union es Q y A un suceso tal que P (AN H;) >
0, Vj. Entonces, para cualquier suceso C se tiene
Yi<j<n P (Hj) P (A|Hj) P (C|AN Hy)
ZlgjgnP(Hj) P (A|Hj)

P(C|A) =

Observacion 1.3. Esta segunda féormula es una generalizacién de la primera. La primera se obtiene de la
segunda simplemente tomando C' = H,.. Y de nuevo, la formula es valida para un conjunto numerable de
hipotesis H;. Ademas, la condiciéon P (AN H;) > 0 Vj puede sustituirse por P (A) > 0 si en las sumas
del numerador y el denominador tenemos el cuidado de tomar solo los conjuntos de indices j tales que

P(H;NA) > 0.

12



2. Independencia

2.1. Independencia de dos sucesos

Dos sucesos A, B se dice que son estocasticamente independientes si se verifica
P(ANB)=P(A)P(B)

El orden no importa, es decir, si A y B son independientes, también podemos decir que B y A son
independientes.
La dependencia es la negacién de la independencia, se dird que A y B son estocasticamente de-

pendientes si
P(ANB)#P(A)P(B)

Noétese que si P (B) > 0, la independencia de A y B es equivalente a la condicién

P(A) = P(A|B)

Teorema 2.1. Si A y B son dos sucesos independientes, también A y B¢ son independientes.

Teorema 2.2. Cualquier suceso nulo o casi sequro es independiente de cualquier otro suceso.

2.2. Independencia entre n sucesos

Diremos que los n sucesos Ai,..., A, son independientes por parejas si cada par A;, A; son
independientes entre si, o sea, si

P(A4;NAj)=P(A)P(4;), VI<i<j<n,
vy que son estocasticamente independientes si

P(NictAi) =[] P(A), VI C{1,...,n}.
el

Maés minuciosamente, son independientes si para cada 41,49, ..., con
1<y <in<. .. < <, 2<r<n,

se tiene

P(A“ﬂAmﬂﬂAlr):P(A“)P(AlQ)P(AZT)

Por lo que el nimero de condiciones que han de verificarse es

0o () ()

Es obvio que la independiencia implica la independencia por parejas, pero el reciproco no es cierto. Cuando
los conjuntos no sean independeintes diremos que son dependientes.
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Teorema 2.3. La independencia de n sucesos no depende del orden con que se enuncien. Los
sucesos de un subconjunto del conjunto de n sucesos independientes son también independientes.

Teorema 2.4. Si los n sucesos Ay, ..., A, son independeintes y se toma
IC {1,...,77,—1}, A =Nier4;

entonces los sucesos A y A, son independientes.

Teorema 2.5. Sean Aq,...,Ap,_1 n—1 sucesos independientes y A, un suceso cualquiera. Si para
todo I C {1,...,n—1}, A = NcrA; los dos sucesos A y A, son independientes, entonces los n
sucesos A1, ..., An_1, A, son independientes.

Teorema 2.6. Si los n sucesos Ay, ..., A, son independientes, entonces los n sucesos Ay, ..., A
son independientes.

Mds generalmente, cada uno puede sustituirse por su complementario y el conjunto sequiria siendo
independiente.

2.3. Independencia entre infinitos sucesos. Lema de Borell-Cantelli

Los sucesos de una familia {A; :t € T} donde T es un conjunto cualquiera de indices (puede ser
infinito) son independientes si los sucesos de cada conjunto finito

Atl,...7Atn, n > 2, {tl,...,tn}CT

son independientes.
Asi pues, los sucesos de una sucesiéon Aq,...,A,,... son independientes si Vn > 2 los n sucesos
Aq,..., A, son independientes.

La dependencia es, de nuevo, la negacién de la independencia.
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Lema 2.1. De Borel-Cantelli
Cualesquiera que sean los sucesos de la sucesion {A;}ien,

1. Sila serie
Z P (A,) converge

entonces

P (limsup A,) = 0.

2. Si la serie
Z P (A,) diverge

y, ademas, los sucesos de la sucesiéon son independientes, entonces

P (limsup 4,) =1

\. .

Demostracion. Veamos ambas afirmaciones:

1. Se tiene que
P (lfmsup Ap) = P (M Upzn Ap) < P (Upzndyp) <> P(4,
p=>n
donde el dltimo miembro es el resto de la serie completa, que es convergente. Por tanto, este tltimo
miembro tiende a 0 cuando n — oo,
Hm > P (4p) =

p=>n
de deonde obtenemos que
P (limsup A,) =0
2. Aqui vamos a usar la desigualdad
l—x<e™® (%)
valida Vx € R.

Teniendo en cuenta la independencia y aplicando la desigualdad anterior con z = P (A,) tenemos que,
paran < m

( m nA;) Anp indep?A?L indep H P (A;) _ H (1 . P(Ap)) < H efP(Ap) _ e—z;":nP(Ap)
p=n p=n —

Tomando limites cuando m — oo se obtiene, por la divergencia de la serie

P (N2, A5) =0,Vn = P (UyN2, A5) =0 = 0= P (liminf AS) = P ((limsup 4,)°) = P (limsup A,,) = 1

p=n‘ip
Noétese que este paso podemos hacerlo porque P es continua y M2, A7 convergente.

Para deducir (%) tomamos f () = (1 — z) e”, derivamos f' () = —e*+ (1 —z)e* = e (-14+1—z) =
—ze®, por lo que f es creciente en (—00,0) y decreciente en (0,00), y en 0 presenta un maximo que vale
f(0) = 1. Entonces

(1-2)e* <1 = 1—-ax<e”

15



2.4. Independencia entre familias

Ademés de la independencia entre sucesos es importante el concepto de independencia entre familias
de sucesos. Diremos que n familias de sucesos

A, Agy LAy
son familias independientes si cada conjunto de n sucesos
A1, Ao, o A AjEA;, i=1,...n

son sucesos independientes.
Las familias A, t € T son independientes si para cada conjunto finito {t1,ts,...,t,} CT, n > 2, las
familias Ay, , ..., A, son independientes.

n

Proposiciéon 2.1. Dadas n—1 familias independientes Ay, ..., A,_1 para probar la independiencia
de las n familias A1, ..., An—1, An es suficiente probar, por el[2.5 , que cada dos sucesos A, B con

A=NierA;, IC{l,....n—1}, A, € A;, Viel

Be A,
son independientes.
Demostracion. Por el[2.5] la condicién del enunciado demuestra la independencia de los n sucesos A1, ..., A,—1, B
y esto nos proporciona la independencia de las n familias, pues A y B son arbitrarios. O

2.5. m-sistemas y d-sistemas

Una familia C de conjuntos de 2 se llama un 7r-sistema en 2 si es cerrada por intersecciones finitas,

0 sea, si se cumple que
A BeC = AnBeC

Una familia D de conjuntos de € se llama un d-sistema en () si se cumple:
1. Q€D
2. ABeD, BCA = A\BeD
3. A, €D, A, CApy1, n=12,... = U, A, €D

Dada una familia C de subconjuntos de {2 se llama 7m-sistema engendrado por C en €2 a la minima
familia de conjuntos de €2 que contiene a C y es un w—sistema. Denotaremos esta familia por 7 (C).
Dada una familia C de subconjuntos de €2 se llama d-sistema engendrado por C en () al minimo
d-sistema que contiene a C. Denotaremos esta familia por d (C).
Es evidente que toda o-4lgebra es un m-sistema y un d-sistema. En sentido contrario tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.7. Una familia C de conjuntos de € que es a la vez un w-sistema y un d-sistema en )
es también una o-dlgebra en €.
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Demostracion. Basta con probar los axiomas:
m S1: C d-sistema =— Q €C
= S2:0DAcC = Al=\4ecC

BnCBn+1
—

C
= S3: {An}yen € C = Bui=UL 4= (N, 48) ec U, Ay =U, BueC

Teorema 2.8. Teorema w-\A de Dynkin.
Sea C cualquier m-sistema de conjuntos de 2. El d-sistema que engendra C y la o-dlgebra que
engendra C son iguales:

d(C) =a(C)

Si un d-sistema D contiene a un w-sistema C, también contiene a la o-dlgebra o (C).

\. J

Demostracién. Comenzamos viendo que en general tenemos que o (C) D d(C), ya que o (C) es un d-sistema
que contiene a C. Por lo tanto, la peculiaridad esta en que si C es un w-sistema entonces o (C) C d(C).
Ademas, la segunda afirmacién es equivalente a la primera, ya que si o (C) C d(C) entonces C C D —
o(C)cd(C)cDysio(C)C D para todo D D C entonces también lo estarda para d (D). Probaremos la
inclusion que falta viendo que d (C) también es un 7-sistema y por tanto una o-algebra que contiene a C.
Dado A € d(C), sea
Dy:={Be€d(C):BNAecd(C)} cd(C).

Veamos que es un d-sistema:
1. QeCCcd(C)NQNA=AcCCd(C) = QeDy
2. VB1,By € Dy,B1 C By

(BlﬂA)C(BgﬂA) — (BQ\B1>ﬂA=(BgﬂA)\(BlﬂA)Gd(C) — BQ\BlEDA

B,tTB = (B,NA)T(BNA)ed(C) = Be€Dy

Si tomamos A € C C d(C), por ser C un 7-sistema, es claro que C C Dy; v al ser D4 un d-sistema, se
tiene d (C) C D4. Asi, por la arbitrariedad de A, para todo B € d(C) y A € C se da la condicién

BNAed(C). (1)

Pero esto justamente significa que C C Dp tomando cualquier B € d(C); y repitiendo el argumento
tenemos d (C) C Dp, dandose pues la condicién para cualquier A € d(C). Y por tnato, d(C) es un
m-sistema. ]
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2.6. Aplicacién a la independencia

Teorema 2.9. Dados n w-sistemas independientes Cy,...,Cp las n o-dlgebras que engendran
o0 (C1),...,0(Cy) también son independientes.

Demostracion. Vamos a comenzar probando la independiencia de las n familias
o(C1),Coy...,Cp

en las que solo se ha tomado una o-algebra.
Para comprobar la independencia de estas n familias, por la proposicién 2.8 , como Co,...,C, son
familias independientes, basta comprobar que si

IC{Q,...,TZ}, A=nNcrA;, A;€C;, Viel

entonces o (C1), {A} son independientes.
Para este propésito, definimos la familia

F={Ce€d(C,):P(AnC)=P(A)P(C)}
esta familia contiene a Cq, pues C; es independiente de los deméas 7w-sistemas, y es un d-sistema:
1. POQNA)=P(A)=P(A)-1=P(APN) = QeF

2. C1,Cy e F,C; Cc Uy = P((CQ\Cl)ﬁA):P((CQHA)\(ClﬂA)):P(CQOA)—P(ClﬁA):
P(Cy)P(A)—P(C1)P(A)=(P(Cy)—P(Cy))P(A)=P(C3\C1)P(A) = C2\Cy eF

3. Che€F, CutC = (C,NA) 1 (CNA) = P(CNA) =lim, P(Cy,nA) =lim, P(Cy,) P (A) =
P(C)P(A) = CeF

Por lo tanto, se tiene que
F=d(Cy)

y por el teorema 2.10, tenemos que
F=0c (Cl)

lo que, por la definicién de F nos demuestra que o (C1),{A} son independientes, como queriamos ver.
Asi, vemos como dados los n 7-sistemas independientes, podemos cambiar uno de ellos por la o-dlgebra
que engendra y el conjunto sigue siendo independiente. Ahora bien, esta o-algebra engendrada es también
un 7-sistema, por lo que se puede reiterar este proceso hasta tomar todas las o-dlgebras engendradas,
dandonos el resultado del teorema. O
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3. Distribuciones en R y R*

3.1. Introduccién. Sumas con un conjunto infinito de sumandos

Teorema 3.1. Sea T un conjunto infinito cualquiera y a : T — R una funcion que toma valores
reales no negativos (a(t) > 0 para todo t € T). Si existe una constante K tal que para todo
subconjunto finito F C T se verifica que

Y at) <K

teF

entonces el conjunto D = {t € T : a(t) > 0} es, a lo sumo, numerable.

3.2. Distribuciones discretas en un espacio cualquiera

Supondremos en esta seccién que w € @ = {w} € S.

Teorema 3.2. Sea (2, S, P) un espacio de probabilidad y C € S. Si para cada w € C se tiene que
P ({w}) > 0, entonces C es contable.

Una distribucién de probabilidad (€2, S, P) diremos que es una distribucién discreta si existe un
conjunto contable D en el que esta concentrada la probabilidad, P(D) = 1. En dicho caso, se puede definir
la funcién p : @ — R mediante

] P({w}) para w € D
Plw) = { 0 para w ¢ D

y la llamaremos funcién puntual de probabilidad en Q) (o funcién de punto de probabilidad).
La funcién P : § — R es una funcién de conjunto, ya que su dominio tiene como elementos
conjuntos de §2. Por el contrario, la funcién p que hemos definido antes diremos que es una funciéon de
punto, ya que su dominio es 2.
La funcién p : 2 — R posee las siguientes propiedades:

= D es contable
» p(w) >0, Vwe D, p(w) =0, Vw ¢ D
- ZwGDp(w) =1

Sera una funcién puntual de probabilidad cualquier funcién que verifica estas propiedades.
Esta claro que p queda determinada por P, y el siguiente teorema nos asegura que P también queda
determinada por p.
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Teorema 3.3. Sea Q2 un conjunto cualquiera, p una funcion puntual de probabilidad, S una o-
dalgebra en Q) que contiene los conjuntos unitarios contenidos en D y P : S — R definida por

P(A) = pw)

wEA

para cada A € S. Entonces (2, S, P) es una distribucion de probabilidad discreta.

3.3. Distribuciones en R y R¥. Distribuciones discretas

Una distribucién de probabilidad en la recta estd formada por una terna (R, S, P), donde S es una
o-dlgebra en R y P una funcién de probabilidad de dominio S.

Para formar un espacio de probabilidad en R tomaremos la o-dlgebra de Borel Bj.

Distribuciones discretas en R. Una distribucién de probabilidad P : B; — R en la recta R diremos
que es una distribucién discreta si existe un conjunto contable D = {x1,x2,...} C R en el que esta
concentrada la probabilidad, P(D) = 1. Esta definicién no es mas que un caso particular de la definicién
general de distribucién discreta. Llamaremos funcién puntual de probabilidad de una distribucion
discreta real a la funcién

p:R—-R

p(2) = P ({a})
220, Y pla) =

z€R

Que verifica

Y para cada conjunto B de Borel de la recta se tiene que P(B) =) _pp(z).

Distribuciones discretas en R*. Una distribucién de probabilidad P : B, — R* en R* diremos que
es una distribucién discreta o de tipo discreto si hay un conjunto contable D = {ay,as,...} C R¥
en el que estd concentrada la probabilidad, P(D) = 1.

3.4. La integral en las distribuciones continuas

Dado un conjunto A C €, la funcién 4 : 2 — R definida por

() 1 siwe A
w) =
4 0 siw¢gA

se llama funcién indicador (o funcién caracteristica) del conjunto A.

Sea pu : F — Rﬂ una medida y F una familia de funciones de © en R que contiene a las funciones
indicador I4 :  — R para todo A € F, cerrada por productos por constantes reales, por sumas finitas
(con ciertas restricciones) y por limites mondtonos. Sea f € F'. Llamamos “integral de Lebesgue de la
funcién f relativa a la medida p” a

/fdu /f ) dp(w /f ) dps(w

que es un valor real. Sus propiedades son:

R = RU{—00, +00}.
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—_

- [ Iadp = p(A).

[efdp=c [ fdu para todo ¢ € R.

JA A+ fR)du= [ fidp+ [ fadp.

[ fdp=0sif>o0.

5. Si fo >0y futf entonces [ fudu — [ fdu.

Cuando = RF y se toma la medida de Lebesgue \;, : B;, — R se obtiene la integral de Lebesgue en
R¥. Dicha medida es la extensién de la funcién contenido (longitud, 4rea, volumen) de un intervalo de RF
a una medida definida en la o-4lgebra de Borel en R¥.

Nota: Informacién complementaria en el punto XIV.3 del libro.

N

-~ W

3.5. Medidas absolutamente continuas

Supongamos que {2 es un espacio cualquiera y F una o—algebra en ). Si se tienen dos medidas
cualesquiera en ) p y A, entonces se dice que p es absolutamente continua respecto de A si verifica

CeF AC) =0 = u(C)=0

Teorema 3.4. Teorema de Radon-Nikodym.
Sean p, A : F — R dos medidas con dominio la misma o-dlgebra F en Q y la medida \ finita
(o cr-ﬁm'taﬂ. Si la medida i es absolutamente continua respecto de A entonces existe una funcion
f:Q = R tal que para todo A € F, se tiene que

u(A) = /A f(w) dr({w})

“Una medida A es finita si existe una una familia finita de conjuntos disjuntos {Ey}

) tal que Q@ = U, Es
y A(E;) < —o0,Vi € {1,...,n}. Es o-finita si la familia anterior es numerable.

ne{l,...,

Vale una propiedad reciproca

Teorema 3.5. Dada una medida X : F — R, si la medida p : F — R se obtiene mediante la
integral

u(A) = /A £(w) dA({w})

entonces p es absolutamente continua respecto de \.

Notemos que la nocién de medida absolutamente continua siempre depende de otra medida.

3.6. Distribuciones continuas en R y R*

Llamaremos funcién de densidad en R a una funcién f : R — R integrable Lebesgue si cumple las
condiciones

f(2) >0 [ 1@z =1
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Una distribucién en la recta (R, B, P) se dice absolutamente continua (respecto a la medida de
Lebesgue en R) o simplemente continua si existe una funcién de densidad tal que

b
P((a,0)) = [ flz)dz = f)de = [ f(z)l(ap)(z)ds
a a,b) R

(

que puede generalizarse para cualquier conjunto de Borel B € B;
P(B)= [ f@)do= [ f@)In(e)da
B R

Lo dicho para las distribuciones en R se generaliza para R*. Decimos que (]Rk, B, P) es una distribucion
absolutamente continua o de tipo continuo en RF si existe una funcién f : R¥ — R tal que

f(z) =0 / f(z)de =1
RF
a la que llamamos funcion de densidad (de probabilidad) en R¥, que para conjunto A € By, cumple

P(A):/Af(x)dx:/-ﬂf(xl,...,:ck) dy ... dzg.

3.7. Distribuciones uniformes

Una distribucién (R, By, P) de tipo continuo es uniforme en un conjunto B € B si su funcién de
densidad es constante en B y nula fuera de B. Es decir, para cierto k € R,

f(@) = k Ip(a).

Como la funcién de densidad f debe cumplir la condicion

/Rf(a:)d:c:/RkIB(:c)dx:k/de:k:/\l(B):1,

la constante k debe valer k = ﬁ, donde A; es la medida de Lebesgue en la recta.
De modo més general una distribucién (Rk, By, P) de tipo continuo es uniforme en un conjunto B € By,
si su funcién de densidad es constante en B y nula fuera de B. Con los mismos céalculos anteriores tenemos

f(z) = kIp (x) donde la constante k viene dada por k = ﬁ, siendo )y la medida de Lebesgue en RF.

3.8. Distribuciones singulares

Sean it : F = Ry A : F — R dos medidas cualesquiera con dominio la misma o-algebra F en (2. La
medida g es una medida singular respecto de la medida A si existe un conjunto C' € F tal que A (C) =0
y i (CE> =0.

Una distribucién (R, By, P) en la recta tal que para cada conjunto unitario {x} C R vale P ({z}) =0
(no tiene componente discreta) diremos que es una distribucién singular si existe un conjunto C' € By,
con \ (C)=0y P(C)=1.

Una distribucién (R¥, By, P) tal que para cada conjunto unitario {z} C R* vale P ({z}) = 0 diremos
que es una distribucion singular si existe un conjunto C' € By, con A\, (C) =0y P(C) = 1.

En R? definir una distribucién singular es tan ficil como tomar una que tenga la probabilidad con-
centrada en un segmento y que dentro de dicho conjunto sea de tipo continuo.
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3.9. Descomposiciéon de Lebesgue

En RF hay tres clases disjuntas de distribuciones: las discretas, las absolutamente continuas y las
singulares. Cualquier otra distribucién es una combinacién lineal convexa de tres distribuciones, una de
cada tipo.

Teorema 3.6. Dada una distribucion cualquiera (Rk,Bk,P), existe un numero o € [0,1] y dos
distribuciones (Rk,Bk,Pd) Y (Rk,Bk,Pc) tales que Py es de tipo discreto, P, tiene la propiedad
P.({z}) = 0,Yz € R*, y se cumple para todo B € By que

P(B)=aP;(B)+ (1 —«a)FP.(B).

Esta descomposicion es unica.

Demostracion. Si P es de tipo discreto o P ({z}) = 0,Vz € R* la demostracion es trivial. Excluidos estos
casos, sea

D = {:L“E]Rk:P({m})>0}:{a1,a2,...}

Este conjunto es contable (3.2) y vale forzosamente o := P (D) € (0, 1), por los casos excluidos. Definimos
las funciones

Py (B) :éP(BﬂD)
P.(B) zliaP(BﬂDC> .

1. Py es una funcién de probabilidad de tipo discreto pues

+ P1: By(Q) = LP(21D) = 1P (D) = La
» P2: Be B, = P;(B)=1P(BND)>0,

T a
» P3: B,eB;, n=1,23,...con BNB; =0, Vi#j =

Py ([le71> _01[P<<613”> ﬂD) —iP(GanﬂD> _i;P(BnﬂD)_iPd(B")7 y

n=1

L,

- P4(D)= LP(DND) = LP(D) = I;

1
«

2. P, es una funcién de probabilidad con P ({z}) = {--P <{:1:} N DE) =0,Vz € R,

« P1: PC(Q)ZLP(QmDE) :ﬁp(pﬂ) =Ll (1-a)=1,

11—« 11—«

11—«

» P3: B,eB;, n=1,2,3,...con BNB; =0, Vi # j =

Q)2 (9) ) S tsrtnnt S

n=1 n=1

« P2: Bc B, — PC(B):LP(BmDC) >0,
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Asf, obtenemos la ignaldad aPy (B) + (1 — a) P.(B) = a1 P (BN D)+ (1 - a) {1 P (B N DU) = P(B).

11—«
Unicidad. Supongamos que existe otra descomposicién

P(B)=d'Qq(B) + (1 — o/) Q. (B)

con D' contable, Qg (D’) =1y Q. ({x}) = 0 para todo x € R¥. Por la definicién anterior del conjunto D,
vale
>0 sizeD
o'Qa({z}) =P({z}) =aPy({z}) {_ =
=0 siz¢D

y por tanto D C D’. Por lo tanto

1= Qu (D) =Qu(D'ND)+Qu(D'N DY) =Qu(D)+ > Qul{z}) = Qu(D).

zeD'\D

Asi, también se tiene a« = P (D) = o/Qq (D) = ', de donde obtenemos finalmente las siguientes conclu-
siones

2. VB € By, P (B) = aPr{BT + (L—a)P. (B) = o/QqtB) + (1—JQc (B) = P.(B) = Q. (B).

1. VB € By, P;(B) = 1P (BN D) Qe

Teorema 3.7. Dada una distribucion (Rk,Bk, Pc), tal que P. ({z}) = 0,Vx € R, entonces existe
una constante 5 € [0,1] y dos distribuciones (Rk,Bk, PS) Y (Rk,Bk, Pac) tales que Py es singular y
P,. es absolutamente continua y se cumple para todo B € By que

P.(B) = AP, (B) + (1 — B) Pac (B) .

FEsta descomposicion es inica.

\. J

Demostracion. De nuevo excluimos los casos triviales correspondientes a P. singular o absolutamente
continua. Llamemos

B :=sup{P.(A) € R: A€ By, A\ (4) = 0}

Veamos que existe C' € By tal que P.(C) = 8y Ax (C) = 0. En efecto, por la definicién de § existe una
sucesién {4,},, tal que
A, € Bk, A (An) =0,F, (An) — ,3

y para C' = J,, A, se tiene A\, (C) <> A (Ap) =0y P.(C) > P.(A,) — S, luego P, (C) = S (por ser
el supremo).

Si B =0, la distribucién seria absolutamente continua (los conjuntos de medida nula tienen probabi-
lidad nula) y si 5 = 1 serfa singular (por definicién). Asi, tenemos § € (0, 1) y definiendo las funciones

P, (B) =;Pc (BNC)

Puc (B) zl_lﬁpc (B N C’B) .
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Es claro que son dos medidas de probabilidad en R* (y si no lo tienes claro repites la demo anterior).
Para ver que P es singular basta tener en cuenta que A\; (C) =0y Ps(C) = %Pc ) = %ﬁ = 1. Para
ver que P,. es absolutamente continua respecto de \g, tomemos B € By con A\, (B) = 0, si no valiese

P,. (B) = 0 tendrfamos P, (B N CC> > 0y el conjunto ¢’ :== C' U (B N C’C> cumpliria A\ (C") = 0y
P.(C") = P.(C)+ P. (B N C’E) > [, incumpliendo la definicién de S (supremo). Andlogamente a la

demostracién anterior, es claro que P, (B) = P (B) + (1 — ) Pac (B).
La unicidad no entra en el examen de 2020. t

Teorema 3.8. Dada una distribucion cualquiera (Rk, B, P), existen tres numeros {ai}ie{1,2,3} tal
que

ozZ-ZOyZai:l

7

y tres distribuciones (Rk,Bk, Pd), (Rk, Bk,PS) Y (]Rk,Bk, Pac) tales que Py es discreta, Ps singular
y Pae absolutamente continua tales que para todo B € By, se tiene

P (B) = a1 P, (B) + aaP; (B) + asPa. (B).

Esta descomposicion es inica.

Demostracion. Basta con aplicar el los dos teoremas anteriores y llamar oy = o, ag = (1—a)f y
ag = (1 —a)(1—p), pues

P(B) = abPy(B)+ (1 —-a) P (B) = aPy(B) + (1 - a) (6P (B) + (1 = §) Pac (B)) =
=Py (B) + (1 —-a)BP:(B)+ (1 - a) (1= f) FPac (B) .
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4. Funciéon de distribucion

4.1. Funciones moné6tonas. Notaciones. Propiedades

Dada una funcién real G : R — R, el limite por la derecha en un punto x € R y el limite por la
izquierda se denotan

G(z+) = ltlﬁ:l G (t) G(x—) = 1t1’Tr;1 G (t)

y de la misma forma puede denotarse (abusando de notacién) los limites hacia el —oo y +00. Nétese que
estas nociones suponen la existencia de estos limites.

La funcién G serd continua por la derecha en un punto =z € Rsi G (z+) = G (z) y serd continua
por la derecha en un conjunto C' C R si lo es Va € C. Si GG es continua por la derecha en R se dird
que G es continua por la derecha.

La definicién de continuidad por la izquierda es completamente anédloga.

Una funcién real G es mondétona creciente si

1 < X9 — G(xl) < G((EQ)
Para una funcién real G mondton creciente los dos limites laterales siempre existen y se verifica
Gz—)<G(z)<G(z+), Yz eR

Denotamos por Cont G el conjunto de puntos de continuidad de G. El complementario de este
conjunto se denomina conjunto de puntos de discontinuidad de G.
De esta definicién, se tiene que, si G es mondtona creciente, entonces

Cont G={x:G(z—)=G(z+)}

Teorema 4.1. Si G : R — R es una funcion mondtona creciente el conjunto de sus puntos de
discontinuidad es, a lo mds, numerable.

4.2. Definicién de funcién de distribucién de una dimension. Funcion de distribucién
de una funcién de probabilidad en R

Llamaremos funcién de distribucién en R a una funcién F : R — R que verifique:
1. F' es mondétona creciente

2. F es continua por la derecha

3. F(—00) =0, F(+00)=1

Entre las funciones de probabilidad P : B; — R y las funciones de distribucién F' : R — R existe una
relacién como vamos a ver.

s ~

Teorema 4.2. Dada una funcion de probabilidad P : By — R la funcion F : R — R definida por
F(z)=P((—o0,z]), Vx €R

es una funcion de distribucion, denominada funciéon de distribucion de la funciéon de pro-
babilidad P.
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Teorema 4.3. Si F' (z) = P ((—o0,z]) es la funcion de distribucion de la funcion de probabilidad
P, entonces se verifica
P((=o0,z)) = F(2-)

ademds, para las probabilidades de los intervalos finitos vale
P((a,b])=F(b)—F(a), a<b
P ([a,b)) =F(b)—F(a—), a<b
P((a,b))=F(b—)—F(a), a<b
P ([a,b)) =F(b—)—F(a—), a<b
P({a}) = F(a) - F(a—)

Teorema 4.4. Dada una funcion de distribucion en R, F' : R — R, existe una funcion de proba-
bilidad P : By — R, de la cual F' es funcion de distribucion. Es decir

F(z) = P ((—00,2])

Teorema 4.5. Dada una distribucion F, la funcion de probabilidad P, de la cual F' es funcion de
distribucion es unica.

Por tanto, la correspondencia entre las funciones de probabilidad P y las funciones de distribucién F
es una biyeccién.

4.2.1. Distribuciones discretas

Para una distribucién discreta con funciéon puntual de probabilidad p la funcién de distribucion vale

F(x)=Y p(1)

t<zx

4.2.2. Distribuciones continuas

Para una distribuciéon absolutamente continua con funcién de densidad f la funcién de distribucién
vale

F(x)—/z £ (1) dt

y si 2 es un punto de continuidad de f se tiene para la derivada de F, F' (z) = f (z).

4.3. Ejemplo de distribucién singular en R

La funcién de distribuciéon F' de una distribucién singular es una funcién continua, pues P ({z}) =
F (z) — F (z—). Pero esto no quiere decir que la distribucién sea continua.
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Vamos a ver el ejemplo clasico de distribucién singular en R. Definimos la funcién de distribucion

F :R — R como
0 <0
Fy=4 *7
1 >1

y se completardla funcién en (0,1) como sigue.
Para cada a € (0,1) utilizamos el desarrollo ternario

ZS—]—G— 2+..., a; € {0,1,2}

Este desarrollo no es tinico cuando a admite un desarrollo finito, pues en este caso también admite un
desarrollo infinito (al igual que podemos hacer 1 = 0,99999...). En estos casos podemos elegir siempre el
desarrollo finito, de modo que para estos niimeros la expresion anterior se reduce a

n

w
azzg—;, a; €{0,1,2}, an #0

J=1

y se eliminan los desarrollos que tienen todos los numeradores a; = 2 desde un lugar en adelante. Asf,
todo a € (0, 1) tiene un desarrollo tnico.
Asi, completamos la definicién de F":

= (a) sialgin a; =1y a, es el primero que vale 1 pondremos

nflaf 1 p
_ j r_ 4
F(a)fa—Z—j—i-zfn,a =3
i=1
= (b) si todo aj # 1 pondremos
G gy
/
F(a):azz 0=y
j=1

Queda, por tanto, completada la definiciéon de F'. Que posee las propiedades:

1. Es mondtona creciente

Seaa<b,azz_13J, b—zj lgj,suzj—b #1,Vj=12,...,.n—1y a, = b, = 1, entonces
F(a) = F (5) por (a).

Siaj; =bj para j =1,2,...,n — 1y la primera diferencia estd en a, < b,, se distinguen tres casos:
a) a, =0, b, =1 =

o] n—1

j b; 1
F(G)ZZ%:ZQJ+I+Z2J+I:ZQJ+1+ Z 2g+1 —Zﬁ+27:F(b)

J=1 J=1 = j=n+1 j=1

b) a, =0, b, =2 =

00 n—1 n—1 n—1

; b;
F(Q)ZZQJL—{- 223+1+223+1222]+1+ Z 23—&-1—2%_‘_ +'“:F(b)

j=1 j=1 j=n+1 j=1
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o 1 =y, 1 =, 1 b,
_ J _ J J J
F(“)—Zﬁ+27—§:ﬁ+27§ E:ﬁ+;n+ E: BYES) = F()
j:l j:l j:l j:n_;’_l
2. Es continua

Para comprobar esto, basta tener en cuenta que cualquier punto a’ € (0,1) puede expresarse como
un desarrollo de la forma que tiene F' en (a) o en (b), por lo que existe a tal que F (a) = d/, por
lo que el intervalo (0,1) se transforma mondétonamente en el (0,1) por F', lo que prueba que F es
continua.

3. F es constante en los intervalos

m—1 1 m—1 9

— aj aj ,
Imi = Z:13J+3m,§:13]+3m ,GJG{O,Q}
J= J=

v la suma de las longitudes de estos intervalos disjuntos es

1 1 1 1 1
42422 poml =2
TR PRI gm T 31—

luego toda la probabilidad estd concentrada en el conjunto

¢ = O\ i

m,i

que tiene medida de Lebesgue cero, por lo que

y tenemos que F' es una funcién de distribucién singular.

4.4. Incremento mixto y continuidad lateral de funciones de dos variables
4.4.1. Operador diferencia

Dada una funcién real G y los dos valores a, b se puede definir el incremento de G () respecto de la
variable x como G (b) — G (a) y se escribe

AL_yG () =G (b) = G (a)
El simbolo Ab__ se denomina operador diferencia o incremento relativo a la variable x.
4.4.2. Incremento mixto

Si G : R? — R, esta operacién se puede aplicar a cada variable:

Al G (z,y) =G (b1,y) — G (a1,y)

r=a)
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y como esta es funcién de la variable y se puede volver a aplicar el operador diferencia a esta variable, y
se tiene

Yy=az T=a1 Yy=a2— r=a1 Yy=a2

= G(bl,bg) - G(al,bg) - G(bl,ag) + G(al,ag)

Ab2 (Abl G(iﬂay)>:Ab2 AL, G (z,y) = A2, (G (b1,y) — G (a1,y)) =

Este es el incremento reiterado respecto a cada una de estas dos variables. Esta operacion se suele

representar escribiendo
(b1,b2)

(a1,a2)
Noétese que permutando el orden en que se toman los incrementos el resultado no varia.
El resultado del incremento reiterado viene dado por la férmula

AE2117,I:122))G (CC? y) = Z (_1)U(Z17Z2) G (217 22)
z;€{a1,b1}

donde o (z1, 22) indica el nimero de igualdades z; = a; que son ciertas al tomar i = 1, 2.

4.4.3. Limites laterales en el plano

Dados a, b € R? se denota a < b para indicar que a; < by y as < bo.
El limite lateral por la derecha de G : R? — R en sus variables lo representamos por

G (2+) = G (21+,22+) = h’mwG (z1 + h1, 22 + h2)
1,12
y para el limite lateral por la izquierda se utiliza la notacién analoga G (z—).
G serd continua por la derecha en un punto z si G (z+) = G (z).
G se dird continua si es continua en z, Vz € R2.
Los limites por la derecha en cada variable son

G (z1+,22), G (71, 22+)

y su obtencién es obvia.
La continuidad lateral para una variable se da cuando G (z1+, z2) = G (1, z2).

Proposicién 4.1. Si G : R?2 = R es continua por la derecha en sus dos variables en R? entonces
G es continua por la derecha en cada una de las variables.

Como en una dimensién, podemos tomar limites hacia el infinito y abusar un poco de notacién cuando
estos existen.

4.5. Funcién de distribucién en R%. Funcién de distribuciéon de una distribucién de
probabilidad en R?

Una funcién de distribucién de dos dimensiones es una funcién F : R? — R que cumple:

1. APF (21,22) >0, Ya,b€ R? a <b
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2. F(l’1+,l’2—|—) = F(ZEl,ZL'Q), Vo = (l’l,l'g) S R2
3. F(—o0,22) = F (x1,—00) = F (—00,—00) =0, F (00,00) =1

Si a < b el intervalo (a,b] determina los dos puntos a y b y reciprocamente. Por ello el incremento mixto
de la condicién primera también se puede escribir

Ayt >0, V(a,b] C R?

Teorema 4.6. Dada la funcion de probabilidad en R?, P : By — R la funcion F : R? = R definida
por
F(‘Tay) = P((_OO7‘T] X (—OO,y])

es una funcion de distribucion de dos dimensiones.

Demostracion. Debemos comprobar las tres propiedades que definen una funcién de distribucién.

1. Sean = < y con z,y € R?,

ALF (a,y) = AL, (AR, F (2.)) = AlL,, (F (by) = F(a1,y)) = »

F(b1,y) — F(a1,y) = P ((—00,b1] x (—00,y]) — P ((—00,a1] x (—00,y]) =
= P ((—00,b1] x (=00, y] = (=00, a1] x (=00, y]) = P ((a1,b1] x (—00,y])
=A% (P ((a1,b1] x (—00,y])) = P ((a1,b1] x (—00,b3]) — P ((a1,b1] x (—00,az]) =
= P ((a1,b1] x (—00,bo] — (a1,b1] x (—00,a2]) = P ((a1,b1] X (ag,b2]) >0

2. Sea (r1,22) € R%, h,k € R y t = max {h,k}. Por ser (x1,72) < (21 + h, 22 + k) < (w1 +t, 20 + 1),
se tiene por inclusién de los correspondientes sucesos,

F(z1,29) < F(x1+h,xo+ k) < F(z1 +t,za+1).
Tomando limites y teniendo en cuenta, por [I.15] que

%1;11(1)]3 ((—oo, 21 +t] X (—o0,29 +t]) = P (ﬂ(—oo,xl +t] X (—00, 9 + t]) = P ((—o00,21] X (—00, x2])
t>0

obtenemos
F (z1,22) < F(x1+,29+) < F (21, x2)

y por lo tanto F' es continua por la derecha.

3. Utilizando de nuevo obtenemos

F (=00, z2) =F (x1,—00) =

= ﬂ (—o0, 1] X (—o0,25] | =P ﬂ (—o0,x1] X (—o0,22] | =P (0) =0
r1€ER r9€R
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y haciendo un argumento similar al del punto anterior tenemos, llamando ¢ = méax {x,y} con
T,y — —00,

F(—00,—00) < lim F(t,t)=P (ﬂ(—oo,t] X (—oo,t]> =P (0)=0;

t——o00
teR

andlogamente, tomando ¢t = min {x, y},

F (400, +00) > lim F(t,t) = P (U(—oo,t] X (—oo,t]> = P (R?) = 0;
teR

Teorema 4.7. Existe una biyeccion entre las funciones de probabilidad P en R? y las funciones
de distribucion F de dos dimensiones.

4.5.1. Distribuciones discretas

Para una distribucién discreta con funcién puntual de probabilidad p : R? — R la funcién de distri-
bucién vale

Fay= Y po)
(u,0)<(z,y)

4.5.2. Distribuciones continuas

Para una distribucién continua con funcién de densidad f : R? — R la funcién de distribucién vale

F(Iﬁ,y):/_;/_iof(u,v)dudv

En este caso, si (z,y) es un punto de continuidad de f se tiene para la derivada de la funcién de distribucién

O*F (x,
f(x,y) = giz,‘(ayy)

4.6. Funciones con varias variables. Incremento mixto. Continuidad lateral

Los resultados de la seccién 4 se generalizan para una funciéon G (z1,...,z;) en R*.
Asi, se llama incremento mixto respecto de todas las variables de G al incremento reiterado respecto
de cada una de ellas:

b b b b
ALG (w1, mp) = A g A2 o, A, G (21, )
Igual que antes, denotaremos a < b para sefalizar que a; < b;, Vi = 1,...,k. Los limites laterales

simbolizan lo que esperariamos naturalmente que simbolicen.
La funcién G serd continua por la derecha en un punto z € R* si G (v+) = G (z). Si G es
continua por la derecha en todo z € R* diremos que G es continua por la derecha.

Proposicién 4.2. Si G : RF — R es continua por la derecha en sus k variables entonces G es
continua por la derecha en cada grupo parcial de sus variables
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4.7. Funcién de distribucién en R*. Funcién de distribucién de una distribucién de
probabilidad en R*

Una funcién de distribucién de k dimensiones es una funcién F : R¥ — R que cumple:
s AYF(2q,...,24) >0, Va,b €RF, a<b

s F(oy+,...,24) = F(xy,...,21), Yo = (z1,...,7) € RF

» Para cada conjunto de una o varias variables {x;,...,z,} se tiene

lim F(z1,...,2) = 0;
Lj—>—00,...,Lp—+—00
por otra parte,
lim F(xy,...,2) = 1.
T1—>00,L2—>00,...,L—>00
Si a < b el intervalo (a,b] determina los dos puntos a,b y reciprocamente. Por ello, el incremento mixto
de la primera condicién se puede escribir como

Ay F (z) >0, Y(a,b] CRF

)

Proposicion 4.3. La funcion de distribucion F' es mondtona en sus variables.

Demostracién. Basta comprobarlo para una variable. Sia < b < ¥ conb = (by,...,bg), b = (b],ba, ..., bg)
y b1 < b) se tiene que

AVF (&) = Afima, ARy AY G (a1, 1) =
=AR_ A G — AR, AR G, ) =
=AR_ AR Gy AR AR Gy, )
AL AN G by, ) = AR AN Gay, . ay) =
= Ay g F (@) + AUF (2) = ALF (2)
y haciendo a — (—o0, ..., —00) obtenemos

F(b) <F (V)

Teorema 4.8. Dada la funcion de probabilidad P : By, — R la funcién F : RF — R definida por
F(z1,...,2) = P((—00,x1] X ... X (—00,xg])

es una funcion de distribucion de k dimensiones. Diremos que F' es la funcion de distribucion
de la distribucion dada P.

Teorema 4.9. Ezxiste una biyeccion entre las funciones de probabilidad P en R y las funciones
de distribucion F' de k dimensiones.
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4.7.1. Distribucién discreta
Para una distribucién discreta con funcién puntual de probabilidad p : R¥ — R la funcién de distri-
bucién viene dada por
F(z)=) p(t)
t<z
4.7.2. Distribucién continua

La funcién de distribucién que corresponde a la distribucion continua de funciéon de densidad f viene
dada por la integral

T T
F(xl,...,:ck):/ / f(tl,...,tk)dtl...dtk
—0o0 —00
Y en los puntos de continuidad de f se tiene que

(3kF ([L’l, ce ,.I‘k)
8.21?1 . 8iL‘k

= f(x1,...,xp)

Las observaciones realizadas para las distribuciones absolutamente continuas en R son igualmente
vélidas para las distribuciones absolutamente continuas en R¥.

4.8. Conjunto de continuidad de una funcién de distribucién en R¥

Una funcién de distribuciéon de una variable tiene un conjunto de puntos de discontinuidad a lo méas
numerable. Esto no puede afirmarse para una funcién de distribucién en varias variables. Pero tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 4.10. El conjunto de puntos de discontinuidad de una funcion de distribucion F de
k wvariables estd contenido en un conjunto a lo mds numerable de planos paralelos a k — 1 ejes
coordenados.

Por tanto, el conjunto de continuidad de una funcion de distribucion de k variables es denso en
RE.
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5. Variable Aleatoria

5.1. Funcidén inversa. Funcién compuesta

En esta seccién se introducen cuatro funciones obtenidas a partir de una funcién dada que seran
utilizadas en lo que sigue.

1. Sean €y y {25 dos espacios arbitrarios y f una funcién con dominio {21 y que toma valores en (2
fidh — (2
Cuando f es una biyeccién, determina una funcién inversa h = f~! : 2y — §2; definida por
h(wz) = wy si f (w1) = wa.
Llamaremos a h(ws) a la preimagen o imagen inversa de wy por f.

2. Daremos otra definicion de funcién inversa de f sin la restriccién de la biyectividad, por lo que
tiene un uso mas general. Dada una funcién f : 21 — (25 se llama funcién inversa de f y la
representamos por f~1 a la funcién de dominio P(§22) y que toma valores de P(£2;)

fil P (92) — P (Ql) ,
definida de la siguiente manera:
fH(B)={we: f(w)e B}

El conjunto f~1(B) se llama preimagen o imagen inversa de B por f.

Teorema 5.1. Sea f : 21 — (2 una funcién cualquiera. La funcién inversa f~1' conserva
las operaciones con conjuntos. Es decir, valen las siguientes relaciones:

 (ga) -y

“(n4)
f—l AC) _
fTHA\B) = f7HANfH(B)
ACB— f7YA) C f4B)

f 1 fl(At)

=)
FHA)t

= [T (%) =

3. La funcion f : £y — {25 determina también una funcién f —1 entre las familias de conjuntos de £2;
y £22 .
P (P(22) = P(P($21))
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que se define, apoyandose en f~1: P (£23) — P (21),, de la siguiente manera:

@) ={f71(C): Ce %}

Igual que antes, podemos usar f~! para estas funciones pues el argumento nos determina cual de
las 3 funciones estamos usando.

Teorema 5.2. Sea f: 21 — (25 una funcion cualquiera y € una familia de subconjuntos de
2. Entonces vale f~1 (0 (%)) =0 (f71(¥)).

Demostracién. Utilizando el teorema anterior, es ficil demostrar que f~! (o (%)) es una o-algebra:
» S1: 2 = f7L (%) € fFH (0 (€))
= S2:YC e (%), f () = f! (CB) e 1 (o (€))
» S3: Sean Cy, € 0 (%) ,n=1,2,3,..., se tiene | J0O, f~1 (C’n) =f UL, Cn) e fH (o (%))

Asf, como f71(€) € f~ (0 (%)), se tiene f~1 (0 (%)) D ( %)). Para probar la otra inclusién
introducimos el mayor subconjunto & C o (%) tal que f=! (f Y(¥ ) Es claro que ¥ C &.
Si ahora probdsemos que & es una o-algebra, tendrlamos o (‘5) C & C o(%) y por lo tanto la
igualdad y asi la inclusién buscada. Efectivamente:

= Sl: e pues ca(€)y [T ()= €0 (f1(F)).
«S2:CecéCol(?) — CCEU(%) v f~ I(CB) — )l eo(f1(9)
" S3:C,e&fCo(¥),n=12,... =

Ucner@) v (U cn> _Ur@en (s @) 0
n=1 n=1 n=1
4. La funcién f : 21 — (2 también determina una funcién de las partes de {21 en las partes de (2,
f:P(£1) — P(§22), definida por :
f(A) = {wg €y :dw €A:wy = f(wl)} = {f(wl) Twi € A}

Por el mismo motivo que con las funciones inversas, usaremos indistintamente f para esta funcion
y la primera.

Llamaremos funcién compuesta a la composiciéon habitual de dos funciones f1 : 21 — 25y fo : 25 — (23

definida por f(w) = fa(f1(w)).

Teorema 5.3. Dadas las funciones f1 : 21 — 25 y fo : {29 —> {23, la funcion compuesta f = foo fi
tiene como inversa f~' : P(23) — P(21) dada por f{ o fi!
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5.2. Notacién. Variable aleatoria (de una dimensién)

Supondremos fijado un espacio de probabilidad (£2,S, P) con el espacio muestral . Sea C' (w) una
relacién que es verdadera para unos puntos w € €2 y falsa para otros. Podemos denotar el subconjunto de
Q formado por los elementos w € €2 que cumplen la condicién C' (w) como:

{C}={weQ:Cw)}

y su probabilidad se denota P (C).
Como ejemplo, para una funciéon X : 2 — R se puede escribir

{XeB}={weQ: X (w) e B}
{X<z}={we: X(w) <z}

y las probabilidades de estos conjuntos se escribirdn P (X € B) y P (X < z) respectivamente.
Llamaremos variable aleatoria a una funcién

X:QO—R

si se verifica

{X<z}={weQ: X (w)<z} eS8, Vzek.
Esta condicién puede escribirse de otras dos formas equivalentes:
» X1 ((—00,7]) €8, Vx € R
» XY (F)CS, Fi ={(-00,2] : x € R}

Estas funciones X se dice que son variables aleatorias de una dimensién, pues luego introduciremos
variables aleatorias de varias dimensiones.

s N

Teorema 5.4. X : Q) — R es una variable aleatoria si, y solo si, se tiene que
{XeB}eS, VBe B

Esta condicion puede escribirse como cualquiera de las formas siguientes
X '(B)eS, VBe B

X! (Bl) cS

» ' < ' Es evidente, pues (—o0,z] € By

./:>

/

X' FA)cS = o(XHFA))CS &= X 1 (o(F)CS &= X '(B)CS

Notese que para probar que X es una variable aleatoria es suficiente también comprobar que {X < z} €
S, Vz e R.
Un espacio medible es un par (2, S) tal que S es una o-algebra en (.
Dados dos espacios medibles (€21, F1), (22, F2), se dice que una funcién f : Q1 — Q2 es una funcién
medible de (Q1,F1) en (Q2, F2) si
BeF, = f1(B)eFi (<= f1(F)Ch)

De modo que una variable aleatoria es una funcién medible de (€2, S) en (R, By).
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5.3. Distribucion de una variable aleatoria

Una variable aleatoria X : {2 — R determina una funcién de distribucion de probabilidad en la recta
R tomando como o-algebra la familia de Borel en R y como funcién de probabilidad

Px :B1—R
definida por
Px(B)=P(XeB)=P (X '(B))
Es inmediato comprobar que Px es una medida de probabilidad en R, es decir,
1. Px(Ry=P(£2)=1
2. Px(B)>0
3. Px (UnBy) =), Px (B,) (B, disjuntos)

Se tiene, por tanto, un espacio de probabilidad en la recta (R, B, Px) que se llama distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria X.

Se llama funcién de distribucién de una variable aleatoria X a la funcién de distribucién de
la distribucién (R, B, Px) de X. Llamando F' a esta, se tiene

F (z) = Px ((—o0,z]) = P(X € (—00,z]) = P(X < x)

La variable aleatoria X es discreta si existe un conjunto D C R finito o numerable con P (X € D) = 1.
La variable aleatoria X es absolutamente continua si existe una funcién de densidad f con la que
se pueden calcular las probabilidades

b
P(X e (a,b)):/ f(z)dx

La variable aleatoria X es singular si Vz € R, P (X = x) = 0 y existe un conjunto C' C R de medida de
Lebesgue cero tal que P (X € C) = 1.

Observacion 5.1. Nétese que cualquier distribucién de probabilidad en la recta (R, Bi, @) puede conside-
rarse como la distribucién de una variable aleatoria.

En efecto, si se toma como espacio de probabilidad el dado y como variable aleatoria X : R — R la
funcién identidad X (z) = z la funcién de probabilidad @Qx de X resulta ser

Qx(B)=Q(X€B)=Q (X '(B)=Q(B), BEB

o0 sea, la misma funcién @ de partida.

Por tanto, el espacio de probabildiad de X, (R, B1,@x) es el mismo (R, B1,Q).

De este modo, es equivalente estudiar las distribuciones de probabilidad en la recta que las distribu-
ciones de probabilidad de las variables aleatorias de una dimensién.
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5.4. Transformacién o cambio de variable aleatoria. Funciones medibles Borel

Sea E un conjunto de Borel de la recta, £ € By. Una funcién real g : E — R se llama medible Borel

si se cumple que
BeB — g '(B)eB

O sea

g (B1) C B

Para comprobar que una funciéon g : £ — R es medible Borel es suficiente comprobar que
{teR:g(t) <z} € By, Vr € R o equivalentemente {t c R: g (t) <z} € By, Vx €R

y la demostracién es anédloga a la del Teorema 5.3 (caracterizacién de variable aleatoria).

Teorema 5.5. Sea E un conjunto abierto de la recta, E € O1. Si la funcion real g : E — R es
continua entonces es medible Borel.

Demostracion. Por ser g continua, las preimégenes de abiertos son abiertos en E. Y como E es abierto,
también lo seran en R, g~ (O;) C Oy, Por tanto

o (97 (O) ca(01) = g ' (B1) =g " (¢(01) Co(O1) =B

O
Teorema 5.6. Sea X : Q@ — R una variable aleatoria tal que X (2) estd contenida en E, un
abierto, y g : E — R una funcion medible Borel. Entonces la funcién compuesta Y = g (X) es una
variable aleatoria.
Demostracion. En efecto
Y <yy={9(X) € (~oo,y]} ={X €9 ((-o0,9])} €S
ya que g~ ! ((—o0,y]) € By. O

Observacion 5.2. Generalizacién: supongamos que g : £ — R es una funciéon medible Borel y X : 2 — R
es una variable aleatoria tal que X (2) \ F # (). Entonces g (X) no queda bien definida.

Si se cumple P (X! (E)) = 1 la variable aleatoria X’ definida por X’ = X - Iixepy + ¢ Iixg¢ry, con
ce F, osea

X' (w) = X (w) si X (w)€FE
c si X (w)¢ E

tiene la misma distribucién que X, P (X = X’) = 1. Esta distribucién comtin a X y X’ es independiente
de c. Desde el punto de vista del cdlculo de probabilidades las variables aleatorias X y X’ son equivalentes.
Convendremos por tanto en considerar g (X) como la variable g (X’) que queda bien definida.
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5.5. Cambio de variable aleatoria en distribuciones continuas

Vamos a ver el cambio de variable aleatoria en el caso en que la variable aleatoria X es continua con
funcién de densidad fx conocida y se pide la funcién de densidad fy de Y = ¢ (X) donde g es continua
y derivable.

Teorema 5.7. Sean E y F dos intervalos de la recta y g : E — F una biyeccion estrictamente
mondtona que admite la funcién inversa h : F — E con derivada h' continua. Ademds, sea X una
variable aleatoria con funcion de densidad fx tal que fx (x) = 0, VYo ¢ E. Entonces la variable
aleatoria Y = g (X) tiene la funcion de densidad

) Ix (@) M (y)] yeF
Ty () = {0 yéF

Si no se tiene X () C E aplicaremos la generalizacion del apartado anterior.

\.

Teorema 5.8. Sean E y F dos conjuntos de R que son uniones de intervalos abiertos
E=ULE, F=ULF, EENE;=0, Vi#j

y g: E — F una funcion que se descompone en un numero finito de restricciones biyectivas estric-
tamente mondtonas g, : E. — F, con inversas h, : F. — E,. que tienen derivadas h!. continuas.
Ademds, X serd una variable aleatoria con funcion de densidad fx tal que fx (x) =0, Vx ¢ E.
Entonces la variable aleatoria Y = g (X) tiene la funcion de densidad

y () = fx (b (v)) Py ()]

siendo en esta suma fx (hy (v)) W, (y)| =0 siy ¢ F,.

J

Demostracién. Como P (Y € F¢) = 0 se tiene que fy (y) = 0 para y € F°. Falta determinar fy (y) para
yeF.
Para cualquier punto y’ € F (excluidos los extremos de F;) se puede tomar un intervalo (a,b) tal que
a <y < by que para cada F, valga una de estas dos posibilidades

(a,b) C Fy, 6 (a,b)NF,. =0

Por tanto, se tendra

r

=Y P(X eh (D) (para e ((a,b)) #0)
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Las funciones g, y h, son ambas crecientes o ambas decrecientes, y para el intervalo h, (a,b) transfor-
mado de (a, b) se tiene

(hy (a), hy (b)) h, creciente

h ((a,b)) = {(hr (b),hy(a)) h, decreciente

por lo que los términos de la tltima suma, si h, es creciente, valen
P(X € hy ((a,b))) = P(X € (hy (a),hy (b)) = P (hy (a) < X < hy (b)) = / fx (x)dx =
hr(a)

b b
- / fx (hy () B () dy = / Fx (e () |1 ()] dy

donde en * se ha hecho el cambio = = h, (y).
Si h, es decreciente, entonces, de igual forma:

hr(a)

P (X € hy ((a,b))) = P (X € (hy (b) , hy (@) = P (hy (b) < X < hy (a)) = /h fx (@) dz =

a b (bi
- /b fx (e () L () dy = / fx (e () (=1 (9) dy = / Fx (e () |1 ()] dy

por lo que todos los términos de la suma tienen la misma expresion y la suma queda como

b b
P(Y € (a,b)) = Z/ fx (e () |1 ()] dy :/ S i (e () |1 ()] dy

lo que demuestra el enunciado. O

5.6. Variables aleatorias con valores infinitos

A veces, para evitar excepciones en las operaciones de limites de niimeros reales o en otras situaciones,
conviene agregar a los nimeros reales los signos de limites infinitos.

Llamamos recta ampliada al conjunto que se obtiene agregando al conjunto R de los nameros reales
los dos simbolos {—o0,00}. Se denota por

R=RU{—00,00}

En este conjunto se pueden completar las estructuras de orden, algebraica y topoldgica que existen en R.
Asi, ademads de las relaciones ordinarias entre elementos de R es necesario anadir

—0<a<oo, VaeR

at+oco=00+a=00+00=00, Va €R

a+—00o=—-00+a=—-00+—00=—-00, Ya € R
a(o0) = (00)a =00, a(—00) = (-00)a = —00, a >0
a(o0) = (00)a = =00, a(-00) = (—00)a =00, a <0

0(00) = (00) 0 = 0(-00) = (=00) 0 =0
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Pero no se pueden definir las operaciones
(00) 4 (=00), (—00) 4 (20) , (00) — (00), (—00) — (—00)

Es inmediato que R no es un cuerpo.
En este conjunto se introduce la familia de Borel como la o-algebra en R

B ={C:C=BUD, Be By, DC{-0c0,00}}

Una variable aleatoria que puede tomar valores reales ampliados es una funcién X : Q — R tal que
{X<z}eS8, VzeR.

Una variable aleatoria con valores reales ampliados es casi seguramente finita si vale P (X € R) = 1.
Rara vez se utilizan variables aleatorias con valores reales ampliados que no sean casi seguramente finitas.
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6. Variables aleatorias de k dimensiones

6.1. Variable aleatoria de k dimensiones

Dadas las variables aleatorias unidimensionales X1, ... X}, la funcién X : Q — R* definida por
X(w) = (Xi(w), ..., Xg(w))

(para cada w € ) se llama variable aleatoria de k dimensiones o vector aleatorio de k dimen-
siones. Cada una de las X; se llama componente de X.

Teorema 6.1. La funcion X = (X1,...,Xg) : Q = R* es una variable aleatoria de k dimensiones
si, y solo si, se verifica que
{XeB}eS

para todo B € By.

Demostracion. | = | Puesto que cada componente es una variable aleatoria unidimensional, X; ! ((—o0, z;]) €
S para cada 14, es decir, {X; € (—o0,z;]} € S para cada i. Dado que todos los conjuntos descritos de esta
manera estan en S, su interseccién también y asi

k k k

ﬂ{Xi €(—oo,z4]} €S = {X € H(—oo,:vi]} eSS = X! (H(—oo,:vi]) €S
i=1 =1

Tomando

k
I = {CCRkiC:H(—OO,IL‘i], (x1,...,Tk) GRk}

=1

tenemos que
XN cS = o X HTw) S «—= X Y o(Th)cS «— X '(ByCS

como queriamos ver.
[ <= Veamos que X1,..., X}, son variables aleatorias. Tomamos el semiespacio S;+ = {(t1,...,t;) €
RF:t; <t} € By, (parai=1,...,kytcR). Entonces

{XeSiiteS = {X;<t}eS

luego X; es una variable aleatoria unidimensional para cada ¢ y por tanto X es una variable aleatoria
k-dimensional. O

6.2. Distribucion de una variable aleatoria de k dimensiones

Se llama distribucién de la variable aleatoria X de k dimensiones a la distribucién (R, By, Py)
tal que la funciéon de probabilidad Py : By — R esté definida por

Px(B)=P(X € B)= P(X'(B))
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para cada B € By. Es inmediato que Px es una funcién de probabilidad en R* (llamada funcién de
probabilidad de la variable aleatoria X ). Esta distribucién también se denomina distribucién conjunta
de las variables X7, ..., X.

La funcién de distribucién F : R¥ — R de Px viene determinada por

k
F(xl,...,xk) = PX (H(—OO,:CZ]) = P(Xl S (I}l,...,Xk S .%'k)
i=1

para cada (z1,...2;) € RF. Segtin el tipo de distribuciéon que sea (discreta, absolutamente continua o
singular) la variable aleatoria X y su funcién de densidad también serdn del mismo tipo.
6.3. Transformacion de variables aleatorias. Funciones medibles Borel

Sean n, k enteros positivos y E € Bg. Una funciéon g : F — R" se dice medible Borel, si se cumple
que
BeB, = g YB)eB;

(notemos que la familia ENBy = {C C R* : C = EN B, B € By} es una o-algebra en E).

Teorema 6.2. Sea E C R un abierto y g : E — R" una funcién continua. Entonces g es medible
Borel.

Demostracién. Por ser ¢ continua, se tiene g~ (O,) C O, pues ser continua es que las preimagenes de
los abiertos son abiertos. Por tanto

o (g*1 (On)) Co(Or) = g1 (c(0,) Co(Or) = g1 (Bn) CBy

como queriamos. ]

Teorema 6.3. Si X : Q — R* es una variable aleatoria de k dimensiones, X () C E € By, y
g: E — R" es medible Borel, entonces Y = g(X) es una variable aleatoria de n dimensiones.

Demostracién. Por ser X variable aleatoria, se tiene que X ~1(B;) C S, luego

g medible Borel

Y7 (By) = (9(X)) " (Ba) = X~ (g™ (By)) - X~'(By)cs
como queriamos. O

Observacion 6.1. Como haciamos en el caso unidimensional, cuando no se tiene que X (2) C E, pero atin
asi se tiene que P(X ~!(E)) = 1. Tomaremos entonces X' = X - Iixepy +c Iix¢p en lugar de X cuando
vayamos a definir g(X).

Como consecuencia de este Teorema, la suma y el producto de variables aleatorias también son varia-
bles aleatorias. Del mismo modo, la composicién con las funciones habituales (polinomios, trigonométricas,
etc.) también lo serdan. Por ultimo, si Y = ¢g(X7i,..., X%) es una funcién racional en las variables X, ..., X
y el conjunto donde se anula el denominador tiene probabilidad nula, entonces Y es una variable aleatoria
con distribucién bien determinada.
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6.4. Cambio de variable aleatoria en el caso continuo

7~

Teorema 6.4. Sean E,F C R? abiertos. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con
distribucion de tipo continuo y funcién de densidad f(x y) (x,y), que es nula en E€. Sea g : E — F
una biyeccion continua cuya inversa h = g~ tiene derivadas continuas y jacobiano J(h(u,v)).
Entonces la variable aleatoria (U, V) = g(X,Y) tiene la funcion de densidad

fxy)(h(w, v))|J (h(u, v))| - si(u,v) € F

fovy(w,v) = { 0 si (u,v) ¢ F

Demostracion. Como P((U,V) € F°) = P(g9(X,Y) € F¢) = P((x,y) € h(F°)) = P((z,y) € E°) = 0,
tenemos asi la tltima expresiéon del enunciado.
Para B C F abierto se tiene que

PUULYV) € B) = PlgX,Y) € B) = PUX.V) € h(B) = | - fox (o) dedy
y resolviendo esta integral mediante el cambio de variable h(u,v) = (z,y) resulta

PUUYV) € B) = | o) (W )| (b, o) dud

que termina de probar la férmula del enunciado. ]

Teorema 6.5. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con distribucion de tipo continuo
y funcion de densidad f(xy)(z,y), que es nula en E°. Si g : E — F (abiertos de R?) tiene las
restricciones biyectivas

gr: Br — Fy, (1§T§m)a UET:E,UFT:F
7 T

donde E, son conjuntos abiertos disjuntos y F,. abiertos con fronteras de drea nula, y las inversas
h, = g ! tienen derivadas continuas y jacobianos

o(zr, yr)

T (e, 0) =

entonces la variable aleatoria (U,V) = g(X,Y) tiene funcion de densidad

Fowy(usv) =Y foeyy (@n(u,v), e (u,0)) | T (hr)|

siendo f(x.y) (er(u,0),yr(u,)) [T ()| = 0 cuando (u,0) ¢ Fr

Demostracién. Se puede tomar un conjunto B tal que para cada r se cumpla que B C F, o BN F,. = (.
Para este conjunto se tiene

P((U,V)€B)=P(y(X,Y)€B, (X.Y)e| JE) =Y P(g(X,Y)€B, (X,Y)€E,) =

45



=> P((X,Y) € h(B), (X,Y) € ZP (X,Y) € hy( Z/ foxyy(@,y) dzdy

y haciendo en la integral r-ésima el cambio de variable x = z,(u,v), y = y»(u,v), se obtiene
Z/Bf(x,y)(xr(ua v), Yr(u, v))|J (hy)| dudv = /BZf(X,Y)(f’«"r(Uav),yr(U,U))’J(hr)dUdU

de donde sigue la férmula del enunciado. O

Teorema 6.6. Sean E,F C R¥ abiertos y X = (X1,...,Xy) una variable aleatoria de k dimensio-
nes con distribucion de tipo continuo y funcion de densidad fx(x) que es nula en E€. Sig: E — F
tiene las restricciones biyectivas g, : E, — F,. (donde los E, son disjuntos, UT E.=F y F,. son
abiertos de frontera de medida nula) y las inversas h, = g tienen derivadas primeras continuas
y jacobianos J(hy) entonces la variable aleatoria Y = (Y1,...,Yy) = g(X) tiene la funcion de

densidad
=" fx (he()) 1 (B ()

siendo fx (h.(y))|J (hr(y))| =0 cuando y ¢ F,.

6.5. Independencia de variables aleatorias

Las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si las familias 1, ..., F,, definidas por
Fr={X,<t:teRy =X, YTy), T1 ={(~o0,t]:t €R}

son familias independientes.

Teorema 6.7. Si las variables aleatorias X1, ..., Xm unidimensionales son independientes, enton-
ces las familias
J={{X,eB}:BeBi}=X,"B)

también lo son.

\. J

Demostracion. Las familias independientes Fi,...,F,, pueden escribirse como X 1(I1),...,X;L1(I1)
(donde Z; es un w-sistema en R). Como las preimégenes de m-sistemas también son m-sistemas, las o-
algebras que engendran estas familias son independientes y para r = 1,...,m se tiene que

o(X (1) = X (o(Th) = X, (By)

que es lo afirmado en el enunciado. O
Teorema 6.8. S7 X1,...,X,, son variables aleatorias de una dimension independientes y g, : R —
R para r = 1,2,...,m son funciones medibles Borel, entonces las variables aleatorias Y1,...,Ym

definidas por Y, = g, (X,), r=1,...,m son independientes.
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Demostracion. Por las hipotesis son independientes las familias de sucesos
)(1_1 (Bl) P 7Xn_11 (‘81)

Como
Y, (By) = (9 (X)) (B1) = X7 (g7 (B1) € X (B)

por lo que las familias Y, (B;) son independientes por ser subfamilias de familias independientes. As,

el resultado queda demostrado. O
Teorema 6.9. S7 X1,...,X,, son variables aleatorias independientes de una dimension con las
que se forma la variable aleatoria X = (X1,...,Xm) de dimension m resulta

F(x1,...,2m) = F(x1) - Fo(x2) - Fp ()

donde F' es la funcion de distribucion de X y F,. la de X,.
Reciprocamente, si las funciones de distribucion F' de X y F, de X, cumplen esta igualdad, las
variables aleatorias X1, ..., X, son independientes.

.

J

Demostracion. Inmediato de la definiciéon de funcién de distribucién y de la de independencia O

Si X es una variable aleatoria de n dimensiones y z € R", se escribe X < x para denotar la desigualdad
coordenada a coordenada.

La definicion dada para variables aleatorias de una dimensién se generaliza para variables aleatorias
de una o varias dimensiones del siguiente modo.

Dadas las variables aleatorias X1, . .., X,, de dimensiones respectivas ny, ..., ny,, osea X, = (Xp1,..., Xn,)
se dice que son independientes si lo son las familias 71, ...,Z,, definidas por
IT: H (_Oovy’b]yleRu 7::]-727"'7”7” :X;Tl(InT)
1<i<n,
Teorema 6.10. Si las variables aleatorias X1,...,X,, de dimensiones nq,...,n,, respectivamente
son independientes, también son independientes las familias Gi, ..., Gy, definidas por

G- ={{X, € B} : B€ By} = X; ' (Bn,)

Demostracién. Las familias Z, pueden escribirse como X! (Z, ), donde T, es un m-sistema en R"r.
También son 7 — sistemas las familias X, (Z,,) y son independientes las o-dlgebras que engendran

o (X (Zn,)) = X7 (0 (Tn,) = X, (Br,)

r

como queriamos ver. ]
Teorema 6.11. Si Xq,...,X,, son variables aleatorias de dimensiones ni,...,n, independientes
) ) m b M m
y gr: R — R parar=1,...,m son funciones medibles Borel, entonces las variables aleatorias

Yi,..., Y, definidas por
K“:gr(XT)7 r=1,...,m

son independientes.

47



Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema 6.9, arreglando las dimensiones de los espacios,
como hemos hecho en el teorema 6.11. ]

~ '

Teorema 6.12. Si X1,...,X,, son variables aleatorias independientes de dimensiones ni,...,Nm,
respectivamente con las que se forma la variable aleatoria X = (X1,...,Xp) de dimension ), n,
formada tomando ordenadamente las componentes de X1 sequidas de las de Xo y asi. Entonces,
resulta

F(ml,...,:z:m):Fl(xl)-Fg(xg)-...-Fm(:z:m)

donde F' es la funcion de distribucion de X y F, la de X,.
Y reciprocamente, si las funciones de distribucion F de X y F,. de X, cumplen esta igualdad,
entonces las variables aleatorias X1,..., X,, son independientes.

Demostracion. De nuevo, inmediato de las definiciones de variable aleatoria e independencia. O

La definicién anterior de independencia se aplica a un conjunto finito de variables aleatorias de una
o varias dimensiones. Para la independencia de un conjunto de infinitas variables aleatorias se tiene la
siguiente definicién.

Sea {X; :t € T} una familia de variables aleatorias donde cada variable aleatoria tiene una o varias
dimensiones. Las variables aleatorias de esta familia son independientes si para cada conjunto finito

{t,... ta} CT, n=23,...

las variables aleatorias

X,..., X,
son independientes.
En particular, las variables aleatorias de una sucesién X1, ..., X, ... son independientes si las variables
de cada conjunto finito X7, ..., X son independientes.
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6.5.1. Caso de independencia

e

Proposicién 6.1. Sea X = (X1,...,Xx) una variable aleatoria de k dimensiones y sean

I={i1,...;0n}, J={Jj1,--yim}=1{1,2,...,k}\ I,
U:(Xiv'-'aXih) yV:(‘/jlv"-a‘/jm)7
U= (Tip,.. -, Zip) YU = (Tjps---Tj,,) -
Las funciones de distribucion de X,U,V son
F(z)=F(x1,...,25) = P(X1 <x1,..., X < ),
FU(U) :P(le S:L‘il,...,Xih SXih),
Fy (v) = P(Xj, < zjy, .., Xy, < 5,)
Si U y V son independientes entonces

F(z) = F(u,v) = Fy(u)Fv(v).
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7. Distribuciones Marginales Y Condicionadas

7.1. Distribuciones marginales. Casos discreto y continuo

Si X = (X3, Xo,..., X)) es una variable aleatoria de k dimensiones, las distribuciones de las varia-
bles aleatorias de dimensién h cuyas h componentes son componentes de X se llaman distribuciones
marginales de la distribucién X. Es decir,

VI={i,....in} C{1,2,...,k},

la distribucion de la variable aleatoria

U= (X; , X))
se dice que es la distribucién marginal de la distribuciéon de X relativa a las componentes de indices
i1,...,10, de X.
En esta seccién vamos a mantener fijos los dos conjuntos de indices siguientes:
I={iy,...,ip},

J={g1,--dnt =A{L, ... k}\{i1, ... in}
Y para mayor sencillez y sin perder generalidad podemos suponer que los indices en I estan ordenados de
manera creciente, asi como los indices de J. Estos dos conjuntos I, J determinan las variables aleatorias

U= (Xi,...,Xs)
V=(Xj,....X;)

Para cada punto z = (1, ...,z;) € RF escribimos

19

u=(ziy,...,x;,) €ER" v = (1,5 25,,) € R™
Si X = (Xy,...,Xy) tiene la funcién de distribucién
F(x)=F(x1,...,2) = P(X1 <x1,..., X < xp)
la funcién de distribuciéon de U se puede denotar por
Fiyoin @iy, oo yxi,) = P(Xs, <y, Xy, < y,)

y se obtiene haciendo tender a +o0 las variables x; cuyos subindices j pertenecen al conjunto J. Es obvio

que estas igualdades no depende de las variables x;,, ..., x;, elegidas.

7.1.1. Distribuciones marginales en el caso discreto

Sea X = (X1i,..., X)) una variable aleatoria discreta con funcién puntual de probabilidad p : RF -5 R
dada por

p(z) =p(z1,...,2x) = P(X1 =21,..., Xk = zk) conp(z) > O,Zp(x) =1

La distribuciéon marginal de X relativa a las componentes de i1,...,1%,, es decir, la distribucién de

U= (Xi,...,Xi,), es una distribucién discreta con la funcién puntual de probabilidad

pilv---yih(xh? v 7$ih) = P(Xil = Ty, - - "Xih = mih) =

= Z P(Xyi=m1,..., Xy =a1) = Z p(z1,. .., 7k)

i1 %im Lj1sTim
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7.1.2. Distribuciones marginales en el caso continuo

Sea X = (X1,..., X)) una variable aleatoria continua con funcién de densidad f : R¥ — R

F@) = flarsovm) 2 0 [ f@)don ..o, =1
]Rk

La distribuciéon marginal de X relativa a las componenetes i1, ...,y es la distribuciéon de U y tiene la
funcién densidad de probabilidad f;, ., : R*¥ — R definida por

fi17"'7ih (.%'Z‘l, Ce ,a:ih) = /f(.%'l, e ,a:k)da:jl Ce d.%jm
Rm

Para comprobar que esta es efectivamente su funcién de probabilidad, tomemos el intervalo (a,b) C

h
Rh’ [1 (ai,bi) = (a,b)

=1
Se tiene entonces que

P(Ue(a,b)):P(a1<Xz~1 <b1,...,ah<X¢h <bh):

= / f(.iEl, c. ,xk)dxl . da;k = / / f(xl, “. ,xk)dle . d:vjm da;il . da:ih

u€(a,b),vERk u€(a,b) \vER™

Luego si hacemos esta ultima integral con u € R™, tendriamos que esta es la funcién de densidad de
U.
7.2. Distribuciones condicionadas en el caso discreto y en el caso continuo
7.2.1. Caso discreto

Sea X = (X1, ..., X};) una variable aleatoria discreta con funcién puntual de probabilidad p : R — R
dada por

p(x) =p(x1,...,0p) = P(X1 = 21,..., Xp = 21)
conp(x) >0 y Zp(a:) =1
Como anteriormente, fijamos los dos conjuntos de indices

I:{il,...,ih} 1 <tg <...<ip

J:{jl,...,jh}:{1,...,k}\{i1,...,ih}j1 <Jo< ... <Jn

Formando las variables aleatorias
U= (Xi,.... X,

V=0X,...,Xj,)

Y para cada punto = = (z1, ..., xx) € R¥ podemos formar los puntos u = (z,, ..., 7;,) € R" y los puntos
v=(xj,...,2j5,) € R™. Con esta notacién podemos dar la siguiente definicién:
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Se llama distribucién de V condicionada por U = w a la distribucién que se obtiene con la funciéon
puntual de probabilidad en la variable v

PU=u,V=v) PX=ux) p(x)
1) P(V =v|U =u) = = =
WPV =0 =0 = =G =y " PU=0  prts@
valida para p;, . i, (i, ..., xi,) > 0. En esta distribuciéon u es un pardametro, es decir, para cada valor

de u se obtiene una distribucién distinta; por tanto (1) representa una familia de distribuciones con el
pardmetro wu.
La funcién de probabilidad (1) la denotaremos por

p(x)

pi17__.7ih(u)7 ( 119 ) Zh)

pjl,...,jm‘il,...,ih (le’ e 7x]m‘u) =

7.2.2. Distribuciones condicionadas en el caso continuo

Sea X = (Xy,...,X}) una variable aleatoria continua con funcién de densidad f : R¥ — R
F@) = flarso ) 2 0 [ fa)don ..o, =1
Rk

Con las mismas notaciones que antes para U y para V, la distribucién de V condicionada por U = u
tiene la funcién de densidad en la variable v

f(x)
Fitvgm (T g [u) = ==, u= (T, ..., Tq,)

ity (1)

donde se supone fi,, i, (Ti,...,zi,) > 0.
Igual que antes, u es un parametro, luego para las distribuciones continuas también tenemos una
familia de distribuciones, en este caso continuas.

7.3. Caso de independencia
7.3.1. Caso discreto

Siguiendo la notacién anterior, si la variable X tiene una distribucién discreta y las variables aleatorias
U y V son independientes se verifica

P(X=2)=PU=u,V=v)=PU=u)P(V=0)
Luego para las funciones de punto de sus distribuciones se tiene
(1)]9(1}1, e .Z‘k) = pi1,...,ih (931'1’ e ,x,;h) . pjl,m,jm (l’jl, ey J}jm)
De esta igualdad, resulta que la distribucién condicionada de V por U = u en el caso de independencia

de U y V coincide con la marginal de V, es decir:

Dt rodmlitoemsin (Tins ooy T [Ty s i) = Dy (Tys o5 T
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7.3.2. Caso continuo
Si la variable X tiene una distribuciéon continua y las variables aleatorias U y V son independientes
se verifica para las funciones de densidad lo siguiente

(2) f(x1s s xk) = Finrgom @s oo s @) finssin (T - - @)

Si se toman dos intervalos (a,b) C R" y (¢,d) C R™ la independencia de U y de V nos da la igualdad

P(U € (a,b),V € (¢,d)) = P(U € (a,b)) - P(V € (¢,d))

que en forma de integral es

/ f(:Cl, ooy xk)dazl . d.%'k = / fi1,...,ih (u)dx“ e d.%'ih . / fj1,~~~,jm (U)d.%'jl N dl’jm =

u€(a,b),ve(e,d) u€(a,b) vE(e,d)

= / firoin W) - fii, g (w)dy - diy,
u€(a,b),ve(c,d)

Por esta ultima igualdad tenemos efectivamente (2), excepto en un conjunto de medida cero (la integral
en un conjunto de medida cero da 0), pero en este conjunto podemos modificar una de las densidades
para que valga (2) sin importar el punto z € R¥.

También podemos obtener (2) si usamos la igualdad proporcionada por la proposicién 6.14 y la deri-
vamos respecto de las k variables x1, ...,z en los puntos de continuidad de f.

De nuevo, la condicién de independencia (2) implica que la distribucién condicionada de V' por U = u
es la misma que la marginal de V' si U y V son independientes, osea

Fivegmlivein @grs oo T [Ty o 20,) = fiy g (X505 25,)
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8. Distribuciones condicionadas

8.1. Definicion general de las distribuciones condicionadas

El problema de la construcciéon de las distribuciones condicionadas consiste en lo siguiente. Supongamos
que (X,Y) tiene una funcién de distribuciéon F(z,y) conocida y Fi (z) es la funcién de distribucién
marginal de X. Se trata de encontrar, para cada , una funcién de distribucién en la variable y, Fy; (y|7),
que represente la distribucién de Y condicionada por X = x.

Para encontrar al condicién que debe satisfacer la funciéon Fy; (y|z), fijémonos en el caso discreto. Se
puede escribir segiin la férmula de la probabilidad total

P((X,Y)eC)= Y P(X=zY=y= > PX=2)PY=yX=2
(z,y)eC (z,y)eC

donde C es un conjunto rectangular de Borel de R?, y reagrupandoo los sumandos en el tltimo miembro,
la igualdad anterior se escribe como

Y PX=aY=y= > [|D PV=yX=2)|PX=2) (1)

(z,y)eC zepr1C \yelCy

donde Cp = {y € R| (z,y) € C}, priC ={z € R|Jy: (x,y) € C}.

Estas dos férmulas pueden aplicarse a cualquier conjunto C C R? y nos dan las dos definiciones
siguientes.

El conjunto C, es la seccién de C por la recta de primera coordenada x. El conjunto pr;C se llama
proyeccién de C' sobre el primer eje coordenado.

En forma de funciones puntuales de probabilidad, la igualdad (1) es

P(X,Y)eC)= Y p@y= Y | D ruk)|nx

(z,y)eC zepr1C \yeCy

Traduciendo esta relacién mediante las funciones de distribucién la anterior se convierte en

[ e - / g (/ i <y\x>) iR ()

dy significa que la diferencial acttia sobre la variable y, y se ha llamado Fjy)y (y|x) ala funcién de distribucién
que corresponde a la funcién puntual de probabilidad py; (y|).

Este método heuristico de obtener la relacién (2) entre F, F} y Fy)1 para distribuciones discretas no
demuestra en el caso general la existencia de las funciones de distribucién condicionadas Fy|; sino solo
una relacién deseable para estas funciones de distribucion.

Si en (2) se sustituye C' = B x (—oo,v], B € By,v € R, se obtiene

/ dF (z,y) :/ (/ dyFyy (y|$)> dF\(z), BEBL,veR  (3)
Bx(—o00,v] B (—o00,v]

Esta condicién es una ecuacion suficiente para determinar Fj; a partir de 'y Fy y permite dar la
siguiente definicién.
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Dada cualquier variable aleatoria bidimensional (X,Y") con funcién de distribucién F(z,y), llamamos
distribuciéon de Y condicionada por X = x a la distribucién con funcién de distribucién en la variable
y Fyp (y|r) que satisface (3) para todo B € Bi,v € R donde F (z) = F (z,00). En Fy; (y|z) cada valor
de x determina una distribucién condicionada y, como muestra (3), estas distribuciones condicionadas
deben ser consideradas simultaneamente.

Como ocurre con cualquier definicién descriptiva, esta definicién precisa de un Teorema de existencia
del concepto definido, y, en su caso, un Teorema de unicidad.

La demostracién de la existencia se vera mas adelante.

Respecto a la unicidad, conviene advertir que las funciones de distribucién Fy; quedan determinadas
por (3) salvo en un conjunto de valores de z de medida Fj nula.

Observacion 8.1. Si en (2) se introduce la funcién indicador de un conjunto, se obtiene

/RQ Ic (z,y) dF (z,y) :/R</RIC” (y) dypﬂ(y,x)) dF; (z)

para los rectangulos medibles C' € Bs.
La (3) conduce a la generalizacion siguiente

/RQg(x,y)dF (2,y) = /R (/Rg(x,y)dypzu(mx)) dF, (z)

donde g es medible Borel. Conocido el concepto de esperanza matematica, esta ultima igualdad relaciona
la esperanza matemética de g (X,Y’) con la esperanza de g (X,Y’) condicionada por X = z.

Si llamamos P, P> y F;) a las funciones de probabilidad de las funciones de distribucion F, F1 y Fy|
esta igualdad se escribe

[o@nar= [ ([ st are @) an )

8.2. Casos particulares. Caso de independencia

Debemos comprobar que la definiciéon general dada anteriormente que se apoya en la condicién (3)
estd de acuerdo con las definiciones dadas anteriormente para las distribuciones condicionadas.
8.2.1. Distribuciones discretas

Si x; fuese un punto con F (z;) — Fy (v;—) > 0 entonces Fy; (y|z;) quedarfa bien determinada, pues
tomando en (3) B = {z;} resulta

P(X:xi,ng):/{.} (/(_ }dyF2|1(y‘$)>dF1($):
A}Fm@@wﬂ@0=@1W%ﬂF@ﬂ—F@F»

lo que nos da
P(X =Y <y)

Fl) - Fla) Y

que prueba que para estos valores X = x; la funcién Fy); (y|7i) queda determinada.

Fypy (ylz;) =
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En el caso de tener (X,Y) una distribucién de tipo discreto, de (4) resulta
F (xz) - F (xz—) b1 (331) P21 (yj| z)

que es la férmula que se dio como definicién de distribucién condicionada anteriormente para las distri-
buciones bidimensionales discretas.

Fypy (yjlz:) — Fyy (yj — lzi) =

8.2.2. Distribuciones continuas

En el caso continuo utilizaremos la definicién de fy; dada para las distribuciones continuas y la (3),
suponiendo que f; (z) > 0 en el conjunto de borel B, nos da

= x,y) = x xdy = f(@y) x)dr =
P((X,Y>eBx(—oo,vD—/Bx(_m}v]dF( ,y)—/BX(_OO’U]f( y) dady /}3(/(00] o dy) fi(w)d

— / ( / fopt () dy> f1 (@) da
B (—o00,v]

introduciendo la funcién de distribucion con funcién de densidad fy);

Fop (yle) = / " ppta)dt (5)

y la relacion anterior se escribe

/BX(OM] dF (z,y) = /B (/(oo’v] dyFy)1 (yl) dy) fi(x)dx = /B (/(Oo’v] dyFyp, (y|) dy) dF; (z)

que prueba que las funciones de dsitribucion (5) satisfacen la condicién (3) y queda justificada la definicién
dada anteriormente de la densidad fy;.

Proposicion 8.1. Caso de independencia.
S1 X, Y son variables aleatorias independientes, la funcion de distribucion de la variable Y condi-
ctonada con X = x es la misma distribucion marginal de Y

Demostracion. Siguiendo las notaciones anteriores, sea F' la funcién de distribucién de (X,Y) y Fy,F» las
funciones de distribucion de las variables aleatorias X e Y, respectivamente.

Comprobaremos que como familia de funciones de distribucién condicionadas Fy; (y|r) se puede tomar
la familia F5 (y) que resulta de suprimir la condicién X = z, es decir

Fap (ylz) = F> (y) (*)

Para ello partimos del segundo miembro de (3) y con la sustitucién (x) se tiene

/B ( /(_OO;U] dyF21(y$)) dFy (z) = /B ( /<_oo,v] dyFy (y)) dFy (z) = /B Fy (v) dF; (z) =

X,Y indep

:Fg(v)/BdFl(:v):P(XEB)P(ng) P((X,Y)eBx(—oo,v]):/ dF (z,7)

Bx(—o0,v]

que prueba que con (*) se satisface (3) cuando X,Y son independientes. O

56



8.3. Convolucién

Sean X,Y dos variables aleatorias independientes con Fy y Fy como sus funciones de distribucién,
la funcién de distribucién de la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y) serd F(x,y) = Fi(x)Fa(y). Si se
desea calcular la funcién de distribucién F; de Z = X + Y de las dos variables aleatorias se tiene

FZ(z)—P(X+Y§z)—P((m,y)GC)—/CdF(x,y) C={(x,y) eR*:x+y <z}

Por la independencia de X e Y tenemos que Fy; (y|z) = Fa(y), luego

ne) = [ Pew= [ | APyl ) = L P ) = L AR )

Cr={y:(r,y) € C={y:2+y <z} =(-00,2—1]
luego

Fal) = [ /( L AP)IRE) = | Pl =)

es la soluciéon buscada.
Dado este desarrollo, llamaremos convolucién de dos funciones de distribucion F} y F5 a la funcién
Fy obtenlda por la férmula: Fyz( fR Fy(z—x)dF)(x). Ademés esta operacién es conmutativa fR Fy(z—
x)dF(x fR Fi(z — z)dFs(x )

Teorema 8.1. Si una de las distribuciones Fy o Fy es absolutamente continua, entonces Fy tam-
bién es absolutamente continua.

Demostracion. Vedmoslo con Fy,pues si fuera con Fy serfa andlogo. Fa(y) = [Y_ fa(u)du con fy funcién
de densidad de Fy serd entonces Fy(z — ) = [ fo(u)du y haciendo el cambio u = v — x tenemos
Fy(z—a) = [7__ fa(v — x)dv, luego la férmula de la convolucion queda asi:

Fy(z) = /RFQ(z—m)dFl / / oo — 2)dv)dF () / /f2 (v — 2)dF (z))dv

Luego la funcién F tiene como funcién de densidad fz (2) = [ fo(z — x)dF (x). Si ademés F} tiene
funcién de densidad fi, obtenemos fz = [ f2(v — ) fi(x)dx que es la convolucién de las funciones de

densidad f1 y fa. O
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9. Funciones Beta y Gamma

9.1. Funcion Gamma

Llamaremos funciéon gamma (I') a la funcién definida en el intervalo (0, +o00) por

+00
I(p) = / e 'tPLat.
0

Teorema 9.1. Vp > 0 vale: T'(p+ 1) = p-T'(p). En particular, si n € N tenemos I'(n + 1) = n!

Demostracion. Haciendo integracién por partes, tenemos lo siguiente:
+00 . 1o +00
Lp+1)= / et dt = [—e "] T +p- / e 't dt
0 0

u = tP du = ptP~1dt
dv=etdt v=—e!
queI'(p+1)=p- f0+°° e tP~tdt =p-T(p) .
Si en la férmula anterior tenemos I'(1) = f0+oo e tdt = [—e‘t] Sroo =1lporloquel’'(n+1)=n-T'(n) =
-=mn!-T(1) = n! teniendo asi el segundo resultado. O

Haciendo en partes * : . Ademas [—e‘ttp] 3—00 = 0 pues p > 0, luego tenemos

Teorema 9.2. Sia € C,tal que Re(a) >0, y p > 0, entonces:

0 aP

Demostracién. Realizando el cambio de variable {t =a-u dt=adu en la integral de la funcién I,
tenemos:

400 +o00 o0
I'(p) = / e Pl dt = / e (au)P™ - adu = ap/ eyl dy
0 0 0

Luego despejando tenemos

+
F(p) :/ Ooe—attp—l dt
aP 0

Esta igualdad se tiene Va € R, ahora bien, si @ € C con Re(a) > 0, tenemos que las funciones
complejas a cada lado de la igualdad son analiticas en a y coinciden en el semieje real positivo, por lo que
coinciden en todos los puntos en los que sean holomorfas, luego al menos en el semiplano real positivo. [

9.2. Funcion Beta

Llamaremos funcién beta (B) a la funcién definida ¥p > 0,Vq > 0 por la integral:

1
Blp,q) = / P - 0Lt
0
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[ Teorema 9.3. La funcion beta es simétrica en sus dos variables, es decir B(p,q) = B(q,p)

Demostracion. Haciendo el cambio de variable {t =1—u dt =—1du tenemos:

1 0 1
B(p,q) = / tp_l(l — t)q_l dt = —/ (1-— u)p_luq_l du = / uq_l(l — u)p_1 du = B(q,p)
0 1 0

Teorema 9.4. La funcion beta puede escribirse de la forma

~+oo zP—1
B(p,q) = —————dx p>0,g>0
(P, q) /0 Ao @@ P>0a

Demostracion. Haciendo el cambio de variable {t = 1= +l, dt = 502 + E dz tenemos:

p—1 q—1
1 +0o0 (I—T—m> (1 - l-glv—x)
B(p,q) = tp—ll—tq—ldt:/ de =
(.4) /o ( ) 0 (1+ ) !

qg—1
p—1 [ 1+x—x
/-I—oo T ( Ttz ) J /+oo :L.pfl
= €Tr =
0 0 (

(1+z)ptt

9.3. Relacién entre las funciones gamma y beta

14 x)pta d

7~

Teorema 9.5. Vp > 0,Vq > 0 tenemos

I'(p) - T'(q
B(p.q) = L1
I'(p+q)
Teorema 9.6. I' (1) = /7
Demostracion. B(p,q f tP=1(1 — t)9=1 dt y haciendo p = ¢ = 3 L obtenemos
1\2 T (%) 11 L Lo
F() _rk) :B<,> :/ ti—l(l—t)é—ldt:/ —dt
2 (1) 2’2 0 0 VHI—1)
y haciendo t = 1+7z, entonces 1 —t = 1_7:6 y dt = %dm obtenemos

|

1 1 1 T
'i-)] = ——drx =2 ———dx = 2|arcsinzx|, = 2— = .
<2> /_1 V1— 22 0 1—x2 [ ]0 2
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De la propiedad anterior y de I'(p+ 1) = p- I'(p) tenemos que

(o) () AT (35) e

Usando la notacién

1-3---(2n—1) = (2n — DN

entonces se escribe

r(n+g) =5t

.z .z . . T nPn!
Una expresiéon de la funciéon I' mediante su limite es I'(p) = lz%npi(p o
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10. Esperanza Matematica

10.1. Variables aleatorias simples

Sea un espacio medible (£, S) y {Ai}z‘e{l 2,..m} C S una particiéon finita de £ por conjuntos medibles,
las funciones simples f : {2 — C son aquellas de la forma

f(l’) = ZailAi (x)’
=1

donde ay,as,...,a, € Cson constantes complejas (o reales). Nétese que las funciones simples son medibles
pues, sea C' C C un conjunto cualquiera, se tiene que

FHO) ={we: fw)=meCt= ] Aes.

a;eC

Una variable aleatoria X : {2 — R se llama variable aleatoria simple si puede expresarse como una
suma finita de la forma .
X = wly,
i=1

donde r; € R, A4; € S;i=1,...,my U, Ai = Qcon A;NA; =0,¥i # j, es decir, que {A;},_; ,, esuna
particién de €.

Proposicion 10.1. Si g: R — R es una funcion cualquiera y X es una variable aleatoria simple,
entonces la funcion compuesta g (X) es una variable aleatoria simple.

Demostracion. En efecto, si X es una variable aleatoria simple, entonces

9(X)=yg (Z l’i%) = g(@i) Ly,
=1 i=1

donde * se debe a que los A; son una particién de €2, o sea, que solo uno de los sumandos seré no nulo, y
a ese sera al que apliquemos g. ]

Proposicién 10.2. Si g : R? — R es cualquier funcién y X,Y son variables aleatorias simples,
entonces la funcion g (X,Y) es una variable aleatoria simple.

Demostracion. Tenemos que
m n
X =3t ¥ =Y u,
i=1 j=1

donde se verifican en ambos casos todas las condiciones de las variables aleatorias simples.
Teniendo en cuenta que

A; = UAiﬂBj - IAi :ZIAiﬁBJ
J J
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(v de igual forma Ip;, =, I4,nB;), se puede escribir

X= 3 S aida,
i ]

) WA
J 7

De forma que, si w € A; N Bj, entonces
9 (X (w),Y (w)) = g (xi,y;)
por lo que
9(X,Y) = Z Zg (zi,25) La;nB;
(]
ya que Vw € ,31,j : w € A; N B;.
Si llamamos, para cada par 1, j,
Cr=ANBj, zZ=g(,y;), r=n(i-1)+j=12,...,nm

se puede escribir

nm

g (X? Y) = Z ZTICT

r=1

donde {Cr}r=17...,nm es una particién de Q, por lo que g (X,Y) es una variable aleatoria simple. O

Como consecuencia particular obtenemos que si X,Y son variables aleatorias simples también lo son
la suma, el producto, el maximo y el minimo de estas variables. Ademads, aplicando inducciérﬂ resulta
que, dadas n variables aleatorias simples X7, ..., X,;, la suma, producto, maximo y minimo de estas n
variables nos dan variables aleatorias simples.

10.2. Esperanza matematica de variables aleatorias simples

Llamaremos esperanza matematica de la variable aleatoria simple X = Z:’;l 214, a la suma

E(X) = inP(Ai)

El siguiente teorema permite asegurar la unicidad de la esperanza mateméatica de una variable aleatoria
simple:

Teorema 10.1. La esperanza matematica E (X) de una variable aleatoria simple depende solo de
X como funcion de Q) en R, no de la expresion con la que definamos la variable aleatoria X .

3Si tememos una familia de funciones {gn : R" — R}n22 tal que VYn > 2Vi € Ng,(z1,...,2n) =
92 (i, gn—1 (T1,...,Ti1, Ti+1,...,Tn)), entonces una trivial induccién revela que si

[Xi, X; cumplen C| = [g2 (X4, X;) cumple (1,
para C' una condicién cualquiera, entonces para todo subconjunto finito {i1,...,i,} =1 CN

Vi € I, X; cumple C] = [gn (Xiy,-..,Xi,) cumple C].

62



Demostracion. Supongamos que X puede escribirse, ademas de como hemos venido haciendo, como

n
X = ZyjIij
j=1

donde y; € R y los B; € § forman una particién de {2. Entonces, tenemos dos valores para la esperanza

de X: .
= Z .%'iP Az
=1

EzzzyjP(B)
ahora bien, se tiene P (4;) = >, P (4; ﬂB)yP( i) = >, P(A;N Bj), por lo que es

ZxZZPAﬁB szz (A; N Bj)
EQZZijP(AiﬁB ZZyJ AﬂB
J 7

Y para cada par i, j se tiene
x; P (Az N Bj) = yjP (Az N Bj)

ya que si A; N B; = (), entonces ambos miembros de la igualdad son nulos; y si A; N Bj # (), entonces
Por lo tanto, Fh = F» y la expresion es tnica. ]

10.3. Propiedades de la esperanza matematica de variables aleatorias simples

Las propiedades fundamentales del cdlculo con esperanzas matematicas estan contenidas en el siguiente
enunciado:

s a

Teorema 10.2. Se verifica:
1. Si X es una variable aleatoria simple y ¢ una constante se tiene para la variable aleatoria
simple c¢X
E (e¢X)=cE (X)
2. Si X1,...,X, son variables aleatorias simples, vale

EXi+Xo+---+Xp)=EX1)+---+ E(Xn)

3. Si X, Y son variables aleatorias simples, entonces

X<Y = E(X)<E(Y)

4. Si Xq,...,X, son variables aleatorias simples independientes, entonces se tiene

E(X1Xy-+ Xp) = E(X1) E(X3) - E(X,)
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Demostracion. Vamos a ver todas las afirmaciones

1. X =377 cxila, y, por tanto
m m
X) = ZcxiP (A;) = chiP (A;) =cE(X)
i=1 i=1

2. Basta hacerlo para dos variables aleatorias simples X e Y, y aplicarlo un ntimero finito de vecesﬁ
Se tiene, entonces

E (X sz +Zyj
ZZ% (4; N B;) +ZZy] (AinB;)=> (zi+y;) P(AiNBj)=E(X+Y)
(]

7j

3. Para X = 0 es inmediato. Es decir, si Y > 0, entonces £ (X) = 3, 0P (4;) =0 < > .y, P (B;j) =
E (Y). Para ver el caso general, tenemos que X <Y, pero entonces Y — X > 0y, por el caso anterior,
E(Y — X) > 0, ademas, por 2), tenemos que 0 < E(Y — X)=E(Y)-E(X) = E(Y)> E(X).

4. Comenzamos haciéndolo para dos variables aleatorias independientes X,Y y hacemos induccién
como en el caso de la suma. Ademas, sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que i # j =
x; # x;, e igual para Y. Y tomamos los A; y B; los mayores posibles:

Ai={X =z}, B; ={Y =y}

y asi se tiene

X = ZmAZ,Y > uils, = XY =3 wiyilans;, v

J 4]
X,Y indep.
PANB) =P{X =a}n{Y =y;}) " ="V P(X =) P(Y =Y;) = P(A) P (By);
por tanto,
E(X)E(Y)= (Z z; P (Ai)> > yiP(B;) | = wiy;P(A;) P(B)) =
i J ,J
_Zmy] P(A;NBj) = E(XY)
4Utilizando de nevo la familia de funciones {gn :R" =R} ., tal que Yn > 2¥i € N,g,(z1,...,2.) =
92 (i, gn-1 (T1, ..., Tiz1,ZTit1,...,Tn)), tenemos que si para todo subconjunto finito {i1,...,in} = I C N se tiene

[Xi, X; cumplen O] = [E (92 (Xi, X;)) = g2 (B (X3), E(X;))] ¥
Vi € I, X; cumplen C| = [gn-1 (X1,...,Xi=1, Xit1,...,Xn),X; cumplen C],

para C' una condicién cualquiera, entonces una trivial induccién nos lleva a

Vi € I, X; cumple C] = [E (gn (Xiy, .-, Xin)) =92 (E(Xiy),..., E(X5,))]-
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Asi, queda probado para n = 2. Para ver el caso general, supongamos que se verifica para n — 1
variables aleatorias simples independientes

E(X1 Xy Xp_1) = E(X1) -+ E (Xn_1)

Entonces, si tenemos n variables aleatorias simples independientes, también son independientes las

variables aleatorias
X1 X Xy, Yy Xy

(6.11)). Asi, tenemos que

) indep. + caso n=2

E(X1 X5 X, E(X1Xo Xp_1) E(X,) "™ B (X)) E(Xs) -+ E(Xn_1) B (X,)

O]

La siguiente propiedad serd ttil en la préxima seccién:

\.

Teorema 10.3. Sea Y una variable aleatoria simple no negativa y (X,,) una sucesion mondtona
creciente de variables aleatorias simples no negativas

0 < Xn < Xn—i—la vn

y tales que
limX, >Y
n

Entonces
limE (X,) > E(Y)
n

Notese que el limite lim,, X,, es una variable aleatoria que puede no ser simple.

Demostracién. Por la definicién de esperanza y la propiedad 2) del teorema anterior, se tiene

E(Y) =) _y;P(B))
j=1

m m
E(X))=E|X,» Ip, | =E Y Xulp, | =) E(XuIs,)
J=1 j=1

luego si demostramos que para cada j =1, ..., m vale

lim E (Xn1p,) > y; P (B;)

tendremos el resultado.

Asi, fijado j, tomamos € > 0. Sea

A, ::{Xn>yj—€}ﬂBjCBj
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Como X,, es monétona creciente, A,, C Apq1; y como lim X,, > Y =y; (en Bj) y Ing : Vn > ng, A, # Qﬂ
lim,, A, = B;. Asi, tenemos que
lim P (A,) = P (Bj)
n

Por otra parte, tenemos
E (Xulg,) = E(Xala,) + B (Xalpa,) = B (Xala,) 2 B((y; =) La,) = (4; — ) P (4n)

y, al tomar limites, resulta que
lim E (Xn1p;) > (y; — ) P (B;)

y como el € > 0 es arbitrario, tenemos el resultado. O

10.4. Variables aleatorias no negativas

Sea X :  — R una variable aleatoria no negativa, es decir, X (w) > 0, Yw € Q. Llamamos esperanza
matemética de X al limite (finito o infinito)

lim £ (X))

n

donde (X,,) es una sucesién de variables aleatorias simples tales que
0< Xn < XTL+17 n= 17
limX,, = X
n

Es necesario comprobar la existencia y unicidad de este concepto, ademés de su compatibilidad con la
definicién dada anteriormente para las variables aleatorias simples.

Para la existencia basta asegurarnos de que siempre existe una sucesién (X,,) de variables aleatorias
simples que cumplen con las propiedades anteriores, ya que, en tal caso, el limite que define la esperanza
de X existe en R por ser E (X,) una sucesién numérica monétona creciente.

Para verlo, sean { gn R — R}n N0 9 R — R funciones simples definidas como

0 siz<O
D NS h+1 n_
gn () = 9% sigr <o < parahe{0,1,...,n2" —1}

n sizx>n

0 siz<0
g(x) = .
r sixz>0
Que presentan las siguientes propiedades:
1. gn (z) > 0: obviamente

2. gn () < gny1 () : fijado x

5Si no toméasemos ¢, podiamos pensar en definir A, = {X» > y;} N Bj, pero ninguno de estos conjuntos tiene por qué ser
no vacio y por tanto su limite podria no converger a B; si este es no vacio. Ejemplo de este caso es la sucesiéon X, = y; —1/n.

Por el contrario, s{ podemos afirmar Ing : Vn > ng, Jw € B; : X,(w) > y; — €, pues esta es condicién necesaria para que
se de limX, > Y = y;.
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a) Siz <0 = gn($):gn+1(l‘):0

b) Si0 <z <ny setiene 2% < g < Btl podemos escribir

o
h h+1\ [ 2h 2h+1\ [2h+1 2h+2
on on ) T |gnri gnrt | Y| onrt 0 Tonta
por tanto
g o) = (T F =) s <o <
n+ — .
3}5111 > 272121 = 2% = 0n ($) S1 222111 <z< 222112
c) Sin§m<n—|—1y2n%§x< thtll resulta
h+1 h,n ent h
nST< ooy = n2"t < h 41" 2 < = g, (@) =n < ST = Ont1 ()

d Siz>n+1 = g,(r) =n<n+1=g,q1(x),yla propiedad 2) queda probada.

3. gn () = g(z): sea x > 0, se tiene

h h+1
h=[22"|<a2"<h+1 = 2—n§x< 2—;

vy entonces, para los enteros n > x,

h h+1 1

X

gu (@) = 3 ST < Lo = ga (@) +

2TL
haciendo n — oo, queda lim,, g, (z) =z = g (x).

Ahora vamos a ver que para una variable aleatoria no negativa, X, podemos encontrar una sucesion de
variables aleatorias simples con limite X.

7~

Proposicién 10.3. Dada una variable aleatoria X no negativa, la sucesion (X,) de variables
aleatorias simples definidas por

Xn = Gn (X) )
donde g, son las funciones anteriormente definidas, es mondtona creciente, de términos no nega-
tivos y converge a X. Es decir,
0 < Xn < Xn—l—l

lim X,, = X

Demostracion. Por la propiedad 1, X, = g, (X) > 0.
Por la propiedad 2, X, = g, (X) < gn+1 (X) = Xpt1-

Por la propiedad 3, lim,, X,, = lim, ¢, (X) =g (X) =X O

Por tanto, la esperanza matemadtica de una variable aleatoria no negativa existe siempre, finita o
infinita.

Ahora bien, si en la definicién de las g, se cambian las potencias 2™ por m'™, con m € N, se obtienen
para X,, sucesiones de variables aleatorias simples que verifican las propiedades requeridas. Por lo tanto,
debemos estudiar la unicidad del limite con el que definimos la esperanza matematica.
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Proposicion 10.4. Dada una variable aleatoria no negativa X, el limite
lim F (X,,)
n
es independiente de la sucesion (X,,) siempre que esta verifique
0< Xy < X1

lim X, = X

\ J

Demostracion. Supongamos que tenemos dos sucesiones (X,,) e (Y;,) que satisfacen estas propiedades.

Entonces
E,=lmFE (X,), E; =limE(Y,)

De las condiciones que verifican X,,,Y},, se tiene que, para todo m

lim X,, > Y,
n

entonces, por el teorema 10.5 ((10.3]), se tiene
m E (X,) > E (Yy,) = By =lim E(X,,) > im E (Y,,) = Es
n n n

y de forma analoga E5 > E1, por lo que ambos valores deben ser iguales y queda demostrada la unicidad
de este valor. O

Por dltimo, debemos comprobar que esta nueva definicién de esperanza matematica es compatible con
la definicién dada para variables aleatorias simples.

Proposicién 10.5. Si X es una variable aleatoria simple no negativa el valor de E (X) obtenido
con arreglo a la definicion de esperanza matemdtica para variables aleatorias simples coincide con
el valor obtenido con la definicion dada para variables aleatorias no negativas.

Demostracion. Si X es una variable aleatoria simple no negativa, para calcular la esperanza matemaética
de X como variable aleatoria no negativa segtn la nueva definiciéon, tomamos la sucesién constante

X,=X
que claramente verifica las propiedades requeridas y se tiene
lIimE (X,) =lmFE(X)=FE(X)
n n

por lo que ambas definiciones arrojan el mismo valor a la esperanza matematica de las variables aleatorias
simples no negativas. O

A partir de ahora, para cualquier variable aleatoria no negativa utilizaremos la notacién F (X) para
denotar su esperanza matematica, lo que no es ambiguo, como hemos comprobado.
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10.5. Propiedades de la esperanza matematica para variables aleatorias no negativas

Teorema 10.4. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si X es una variable aleatoria no negativa y ¢ una constante no negativa se tiene para la
variable aleatoria cX
E(cX)=cE(X)

2. Si X1q,..., X, son variables aleatorias no negativas se tiene
EXi+-+X,)=EX1)+ -+ E(Xy)
3. Si X,Y son variables aleatorias no negativas,
X<Y = EX)<E()

4. Si X1,..., X, son variables aleatorias no negativas independientementes, entonces para el
producto X7 X5 -+ X, se tiene

E(X1Xy-+ Xp) = E(X1)E(X3) -+ E(X,)

Demostracion. Vamos a ver todas las propiedades:
1. Tomamos X,, variables aleatorias simples tales ge
0 < Xn < Xn+17 vn
IimX,, = X
n
entonces

E(cX,)=cE(X,) = E(cX)= h’T{nE (cXy) = h’TILn cE (X,) =climE(X,) =cE(X)

n

2. Para dos variables aleatorias X, Y tomamos las respectivas sucesiones X, e Y, de variables aleatorias
simples que verifican las propiedades requeridas, y se tiene

EX+Y)=lmE(X,+Y,) =lm[E(X,)+ E(Y,)]=lmE (X,)+1lmE(Y,) =E(X)+ E(Y)
n n n n
y esto se generaliza para cualquier nimero finito de sumandos.

3. SiY >0, es claro que E (Y) > 0. Ahora bien, si X <Y, entonces

Y-X>0
EYV)=E(Y -X+X)=E(Y -X)+E(X) > E(X)

4. Consideremos dos variables aleatorias independientes no negativas X, Y. Definimos, entonces, usan-
do las g, definidas en la seccién anterior:

Xn:gn(X)a Yn:gn(y)
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que verifican, de nuevo, las propiedades requeridas . Como X e Y son independientes, también
lo son cualquier funcién medible de X con cualquier funciéon medible de Y , en particular X,
e Y, son independientes (las g, son medibles por ser simples), por lo que, por las propiedades de la
esperanza matematica para variables aleatorias simples, tenemos

E (XnYn) =FE (Xn) E (Yn)

y, tomando limites:
E(XY)=E(X)E(Y)

Y esto se generaliza para cualquier niimero finito de factores.

Teorema 10.5. Si X es una variable aleatoria no negativa entonces

P(X>0)=0 < E(X)=0

P(X>0)>0 < E(X)>0

\. J

Demostracion. Basta ver que
P(X>0)=0 = E(X)=0

P(X>0)>0 = E(X)>0

ya que las otras implicaciones son los contrarreciprocos de la otra afirmacion.
Supongamos que P (X > 0) = 0. Sea

X1 = lelAz
7

una variable aleatoria simple donde suponemos sin pérdida de generalidad A; # 0, Vi, ya que los sumandos
con A; = () pueden suprimirse.

Sivale 0 < X; < X se cumple que z; > 0, Vi. Ademads, si para algin 7 se tiene x; > 0, entonces
P (A;) =0, pues de lo contrario se tendria

A c{X >0} = 0<P(A)<P(X>0)=0#

Por tanto, tenemos que
E(X1)=) xP(A)=0

Por tanto, si ciertos X,, forman una sucesiéon de variables aleatorias simples no negativas que convergen
a X, todas tienen esperanza nula y el limite de las esperanzas es E (X) = 0v'.
Si P(X >0) >0, como

h’mP(X>5)—P<U{X>5}> =P (X >0) >0,

0
&l e>0

entonces existe un valor € > 0 tal que P (X >¢) > 0.

70



Definimos ahora la variable
U= EI{ X>e} S X

que verifica

E(U)=eP(X>¢)>0

y como

X>U = E(X)>E({U)>0/

O
Teorema 10.6. Si la variable aleatoria X no negativa tiene esperanza finita entonces X es casi
sequramente finita, o sea
E(X)<oo = P(X=00)=0
Demostracion. Sea A = {X = oo}. Entonces, para cualquier entero positivo n, se tiene
nlys <X = nP(A) <E(X)
entonces, si E (X) es finita
E(X
P(A) < (X) nopo
n
y debe ser P (A) =0 O

10.6. Esperanza matematica de variables aleatorias con valores reales

Para cualquier variable aleatoria X definiremos su parte positiva
X1 = max {0, X},

y su parte negativa
X =max{0,-X}.

Con estas definiciones se tiene
X:X+_X_7 ’X’:X++X_¢ (_X)+:X_7 (_X)_:X+'

Dada una variable aleatoria cualquiera X : Q@ — R llamaremos esperanza matematica de X a la
expresion

E(X)=E(X")-E(X")

excluido tinicamente el caso en que E (X*) y E(X~) tomen a la vez el valor infinito, en cuyo caso

la esperanza de X no existe. Es inmediato comprobar que esta definicién da un valor tnico en R y es

compatible con las definiciones de esperanza anteriores, por lo que se empleard el mismo simbolo F(X).
Veamos el siguiente Teorema auxiliar
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Teorema 10.7. Sea X wuna variable aleatoria cualquiera. Si existen las variables aleatorias mo
negativas U,V tales que

X=U-V,

entonces
Xt<U X <V

Ademds, si alguna de las variables U,V tiene esperanza finita entonces la esperanza de X existe y
vale

Demostracion. Sea A ={X > 0},B = {X < 0}. Entonces vale
In X" =0, IgX" =0.

Multiplicando la igualdad
X=X"-X"=U-V

por I4 y —Ip obtenemos las dos relaciones

Xt =X = [,U — I,V < I,U<U
X =—-IpX =—-IgU+1IgV <IgV <V.

De estas relaciones se sigue que si F (U) es finita también lo es F (X) y andlogamente si E (V) es finita,
entonces F(X ™) lo es.

De X = Xt — X~ = U — V también tenemos X™ +V = U + X~ y como todas son no negativas,
tomando esperanzas a cada lado de la igualdad podemos afirmar

E(XY)+E(V)=EU)+E(X").

Si E(U) o E(V) son finitas, entonces (respectivamente) E(X*) o E(X ™) lo son y podemos llegar
(restando las componentes finitas a cada lado y cambiando el signo a la igualdad final si hiciese falta) a

EX)=E(X")-E(X)=EU)-E(V).

10.7. Propiedades de la esperanza matematica

Completada la definicién de esperanza maetmatica para variables reales el siguiente Teorema generaliza
elas propiedades fundamenteales vistas anteriormente para el cadlculo con esperanzas matemaéticas.
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Teorema 10.8. Propiedades de la esperanza matemdtica para variables reales:

1. Si X posee esperanza y ¢ € R es una constante, entonces cX posee esperanza y vale

E(cX)=cE(X).

2. Si X1, Xa,..., X, son variables aleatorias que poseen esperanzas y tienen sentido las sumas

E(X1)+E(X2)+ -+ E(Xy)
X1 +Xo+--+ X,

es decir, siempre que en las mismas no aparezan dos sumandos infinitos de signos opuestos,
entonces
EXi+Xo+ -+ X)) =EX)+EX2)+---+E(Xy).

3. 51 X, Y poseen esperanzas y vale X <Y entonces

E(X)<E(Y).

4. St X1, Xs,..., X, son variables aleatorias reales independientes con esperanzas finitas enton-
ces el producto X1Xs - -+ X, tiene esperanza finita y vale

E(X1Xy- X)) =E(X1)E(X3) - E (Xn).

Demostracion. Veamos cada propiedad:

c/,Xt>0 c[,X—>0
el XF20 el X

1. X posee esperanza < FE (XT)o E(X7) finitos < |¢|E (X™T)
E (|¢| X7) finitos.
Consideremos primero ¢ > 0. Tenemos cX = cXT —cX ", cXT > 0,cX~ > 0y por el teorema m
tenemos

(Il XT)olel E(X7)

E(cX)=E(cX*) — E(ex™) X 2 20

E(XT)-E(X7))=cE(X).
Si por el contrario tenemos ¢ < 0, entonces tendremos ¢X = |c| X~ — |¢| X T, |c| X~ >0, |c| XT >0
y de nuevo por el teorema tenemos

le[,X+,X=>0

B(X) = B (| X7) = E (i X*) ] (£ (X7) ~ B (X)) =~ | B(X) = c£(X).

2. Tomando U = (Xf'—i—Xj+---+Xf{) >0y V= (Xl_—i—XQ_—i—---—i—Xn*) > 0 es claro que se dan

las igualdades

X+ Xo 4+ Xy =U—V

EW) =3 B (X))

E(V)=)Y E(X;).
=1
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Ademés, por cémo hemos exigido que sean las sumas de las esperanzas F (X;) (que no aparezan dos
sumandos infinitos de signos opuestos), podemos asegurar que o bien E (U) es finito o bien E (V)
lo es, vy asi podemos aplicar de nuevo el teorema obteniendo

E(X1+X2+---+Xn)=E(U)—E(V)=Zn:E(Xf)—Zn:E(XZ) =
S (B(XF) - B (X)) = B (X)) + B(Xa) 4 -+ B (X).
=1

3. Sea X <Y.Si E(X)=—o0 es trivial. Si es finita o 400, entonces

Y—-X>0
EY)=EX)+E(Y-X) > E(X).

4. Comencemos considerando el caso de dos variables reales X,Y independientes y con esperanzas
finitas. Por tanto tienen esperanzas finitas X, X, Y+, Y.

Si definimos las funciones monétonas f: R — R y g : R — R dadas por
f(z) =mix{0,z}, g¢g(r)=max{0,—z},

que son medibles por ser intervalos las preimégenes de intervalos. Vale f(X) = XT,g(X) =
X, f(Y)=Y" g(Y) =Y . Como X,Y se suponen independientes, X, X~ son ambos inde-
pendientes tanto de Y como de Y. Asi, el producto XY se descompone en

XY=X"-X")(YT-Y ) =(X"YT+X V) - (XY T+XTY").
Asi, tomando U = (XTYT4+ XV ) >0y V= (XY T4+ XY~

(
) =
EU)=EX")EY)+EX)E(Y)<
EV)=EX)EY")+EXT)E(Y") <

0 y teniendo en cuenta que

7

podemos utilizar de nuevo el teorema [I0.7] para asegurar que la esperanza de XY vale

E(XY)=E{U)-E(V)=
=EXNEYT)+EX )E(Y ) -EX )EY")-EXT)E({Y )=
=EXT)(EQT) -EQYT)+EET) (EQYT) -ET)) =

= (B -EQ))(EQT) -EYT))=EXEX).

Por induccién (aprovechando la asociatividad del producto) podemos generalizar a n variables in-
dependientes con esperanzas finitas.

O]

Teorema 10.9. Si la variable aleatoria X posee esperanza y A es un suceso cualquiera, también
X 14 posee esperanza.
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Demostracién. Sea X = X — X . Es inmediato que

XIp=X"Ix—X"14, XTI4<X', X I4<X,
por lo que o bien E (X114) es finita (silo es E (X)) o bien lo es E (X I4) (siloes E (X)), de forma
que X 14 tiene esperanzaff] O

10.8. Variables casi seguramente (c. s.) iguales

Recordemos que denotamos que una cierta condicién C' es casi segura (c.s.) cuando P (C) = 1. Veamos
algunas propiedades complementarias de la esperanza matematica relacionadas con este concepto aplicado
a igualdades.

Teorema 10.10. Propiedades complementarias de la esperanza matemdtica:
1. Si la variable aleatoria X =0 c.s., entonces E (X) = 0.

2. 8§t X =Y c.s. yuna de las variables X,Y posee esperanza entonces las dos poseen esperanza
ywale E(X)=E(Y).

Demostracion. Veamos.

1. Como 0 =P (X #0)=P (X >0)+ P(X <0) resulta
0=P(X>0)=P (X" >0)
0=P(X<0)=P(X >0),

de donde obtenemos, por el teorema [10.5

EX)=E(X")-E(X")=0-0=0.

2. Como vale X —Y =0 c.s., por el apartado anterior es F (X —Y) =0y si X (podria ser Y') posee
esperanza, entonces Y = X + (Y — X)) tmbién posee esperanza y vale

E(Y)=E(X)+E(Y -X)=E(X).

O]

Por el segundo apartado de este teorema, si X es una variable aleatoria con esperanza E (X) y se
cambia el valor de la variable en un suceso A de probabilidad cero, la esperanza matematica de la nueva
variable no cambia. Por esta razén no nos preocupa que X pueda no estar definida en este tipo de sucesos
a la hora de calcular su esperanza (por convenio le asignamos un valor arbitrario).

Teorema 10.11. Si la variable aleatoria X tiene esperanza finita entonces X es casi sequramente
finita.
E(X)eR = Px(—o0) =Px(0)=0

5Si no calcula la esperanza, serd por algo i)
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Demostracion. Usando el teorema tenemos que £ (X) e R < E(X') < oANFE(X7) <
o = P(XT=00)=P(X =)= 0. Por otro lado, es inmediato que {X =0} = {XT =00} y
{X = —o00} = {X~ = o0}. Juntando ambas afirmaciones obtenemos el resultado. O

Solo excepcionalmente se utilizan variables aleatorias que toman valor infinito con probabilidad posi-
tiva. Por ello supondremos mientras no se diga lo contrario que las varaibles aleatorrias que se utilicen son
c.s. finitas. Estas se pueden sustituir por variables aleatorias finitas sin que sus esperanzas matemaéticas
cambien.
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11. Esperanza Matematica (continuacion)

11.1. Variables aleatorias con valores complejos
Si X, Y son dos variables aleatorias con valores reales, la expresion
Z =X+1Y
define una variable aleatoria con valores complejos

Z:Q—=C

por la relacion
Z(w) =X (w) + 1Y (w), Yw € Q

Para esta variable aleatoria Z se define la esperanza matematica por
E(Z)=E(X)+iE(Y)

si las dos esperanzas F (X)), E (Y) existen con valor finito.
Decimos que las n variables aleatorias con valores complejos

Zy =X, +1iY,, r=1,...,n

son independientes si lo son las n variables aleatorias bidimensionales (X, Y;).

Teorema 11.1. Se verifican:

1. Sic es un nimero complejo y la variable aleatoria Z posee esperanza, vale
E(cZ)=cE(Z)
2. Si las variables aleatorias de valores complejos Z1,. .., Zy, poseen esperanza, se tiene
E(Zi+ -+ 2Zy)=E(Z1)+ -+ E(Z,)
3. Para cualquier variable aleatoria con valores complejos que posea esperanza se tiene
|E(Z2)| < E(]Z])
4. Si las variables aleatorias de valores complejos Z1,. .., Z, son independientes y poseen espe-

ranza se tiene
E(Z1Zy---Zy)=E(Z1)E(Zy)--- E(Zy)

\

Demostracion. Veamos cada afirmacion:

1. Sea ¢ = ¢y + ¢a1

E(cZ)=FE((c1+c2)(X+1iY))=FE((aaX —cY)+i(aX +aY)) =
=F(a X —-cY)+iE(cX+aY)=FE(aX)—-E(xY)+iE(cX)+iFE (1Y) =

=aE(X)—aEY)+aEX)i+aE(Y)i=(ca+ci)(E(X)+iE(Y))=cE(Z)
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2. Para el caso de dos variables aleatorias Z7 = X7 4+ 1Y7, Zy = X9 +iY5:

:E(X1+X2)+Z’E(Y1+Y72) :E(Xl)+E(X2)+iE(Y1)+iE(Yé) =
= (E(X1) +iE (1)) + (B (X2) +1E(Y2)) = E(Z1) + E (Z2)

y podemos generalizar para n sumandos (o hacerlo pa’ n sumandos directamente).

3. El caso en que

E(Z)=E(X)+iE(Y)=0

es evidente. Excluido este caso, sean A := F (X), B := E(Y), entonces

AX + BY < |A||X| +|B||Y| < VA T B2/X? 1 2

para ver *:

A||X|+ |B| Y] < VA2 + B2VX2 + Y2 <= (JA||X|+|B||Y])? < (A2 + B?) (X2 +Y?)
— A’X? 4+ B?Y?2 4+ 2|AXBY| < A2X?% + A?Y? 4+ B?X? 4+ BYY? —
<« 2|AXBY| < A*Y? 4+ B2X? «— 0< A%Y? - 2|AYBX| + B*X? —
= 0< (| A]Y|-[B|IX])*v

Si tomamos esperanzas en la desigualdad de arriba, obtenemos

AT+ B <A+ BE (VX2 +7?)
y, COMO
|E(Z) =]|A+iB| =V A%+ B2
2] = X +iY| = VXZ Y,
entonces queda

E(2)* <|E(2)|E(2Z]) = |E(2)|<E(2])

4. Primero lo hacemos para dos variables aleatorias independientes Zi, Z5. Entonces, dado que la
independencia de Z; y Z5 implicaﬂ la independencia de Xje Y7 con X5 e Y5, se tiene
E(Z1Z5) = E((X1 +iY1) (X2 +iY2)) = E(X1 X2 +iX 1Yo +iXoY] — V1Ya) =
=FE (X1 X —Y"Ys)+i(Xq1Ye+ XoY1)) = E(X1Xo —1Y2) +iFE (X 1Yo + XoY) =
= FE(X1X5) — E(1Ys) +iE (X1Y2) +iE (XoY7) =
=E(X1)E(X2) —EW)E(Ya) +iE(X1) E(Ya2) +iE (X2) E(Y1) =
=(E (X)) +iE M) (E(X2) +iE (Ya)) = E(Z1) E(Z2)

y para n variables se hace como hicimos en

~—_ ~— — =

O
"Dadas dos variables aleatorias n-dimensionales independientes X = (X1, X2,...,X,) e Y = (Y1,Y2,...,Y,), cualquier
X; es independiente de cualquier Yj, puesto que X; = m; (X),Y; = m; (Y) son composiciones de funciones medibles (las

proyecciones) con variables aleatorias y el teorema nos dice que estas composiciones son independientes.
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11.2. Teoremas de limite

7~

Teorema 11.2. Teorema de la convergencia mondtona
Si (X,) es una sucesion mondtona creciente de variables aleatorias no negativas, vale

im E (X,,) = E (Ifm X,,)

Teorema 11.3. Lema de Fatou

1. Si (X,,) es una sucesion de variables aleatorias no negativas, se tiene

0 < E (liminf X,,) <liminf £ (X,,)

2. Si (X,,) es una sucesién de variables aleatorias, ¥ una variable aleatoria para la que existe
esperanza E (Y) > —ocoy X,, > Y, Vn, se tiene

E(Y) < E(liminf X,,) <liminf E (X,,)

3. Si (X,,) es una sucesién de variables aleatorias, Y una variable aleatoria para la que existe
esperanza E (V) < +oco y X,, <Y, Vn, se tiene

E(Y) > E (limsup X,,) > limsup E (X,,)

Teorema 11.4. Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
Si (Xy) es una sucesion de variables aleatorias reales tales que

| X <Y
donde Y es una variable aleatoria con esperanza finita, y existe el limite
lim X, =X

entonces
lim E (X,,) = E (X)

Teorema 11.5. Sea (Ay) una sucesién de sucesos incompatibles, A; N Aj; =0, Vi # j.
Entonces, para cualquier variable aleatoria X que posea esperanza se tiene

E(XIg) = iE(XIAi), B= [j A
i=1 =1

.

Demostracion. Sea

5. (Ja

=1
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Entonces

E(X'Ip,) =) E(X'I4,)
i=1

E(X"Ip,) ZEX I4,)

y, por el Teorema de la Convergencia Monétona [11.2

B(XI5) =S B (X*14)

E (X~ Ip) ZEXIA

Luego
o o
E(XIp)=E(X"'Ip)—E(X Ig) =Y E(X'I4) =) E(X Ia)
i=1 =
Que es una diferencia de dos series de términos no negativos, tales que o bien las dos son convergentes,

o una es convergente y la otra no (porque X posee esperanza, y no podemos tener que sea 0o — 00).
Entonces, podemos agrupar los sumandos:

o0
E(XIp) :Z E(XTI4,) - E(XT14,)] ZE (X1y4,)
=1

que convergera si las dos series anteriores eran convergentes, y divergerd si una de ellas no lo era. O

Si X es una variable aleatoria de tipo discreto, se tiene

X = wly,

donde el segundo miembro puede ser una suma finita o una serie. Si X posee esperanza, esta siempre
viene dada por la suma o serie

11.3. Integral de Lebesgue abstracta (material complementario)

El concepto de esperanza matematica expuesto se construye disponiendo de un espacio de probabilidad
(Q, S, P) y una variable aleatoria X :  — R.

Por el mismo método constructivo se obtiene el concepto de integral de Lebesgue abstracta, para
lo cual necesitamos un espacio de medida (Q, 7, u) donde F es una o-dlgebra en Qy pu: F — R es
una medida en ) y una funcién medible Borel

f: Q=R

o sea, tal que B
f'(B)eF, VBeB

La definicién de la integral se desarolla en las tres etapas siguientes:
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1. Para una funcién simple no negativa
m
f:inIAia r; >0, e F, AinA;j=0,Vi#j, y UAi =0Q
i=1 i
se define la integral de f por

[ fdn =" )
=1

La razén de exigir que f > 0 se debe a que hay que evitar que puedan aparecer en la suma del
segundo miembro dos términos x;u (A4;) con p(A;) = oo, uno con z; > 0 y otro con z; < 0.

2. Para cualquier funcién medible f no negativa se define la integral de f por

/ fdu = lim / Fadps

donde (f,,) es una sucesién monétona creciente de funciones simples no negativas que convergen a

7.

3. Si f es una funcién medible cualquiera y
er = méx{f,O}, fﬁ :mé,x{—f,O}
son sus partes positiva y negativa, se define la integral de f por

[ tin= [ rrau= [ i

siempre que estas dos ultimas no sean infinitas.

De este modo se obtendran para la integral propiedades analogas a las vistas para la esperanza matematica.
Algunas notaciones que se utilizan para esta integral son

[ tan= [ 1wrdn= [ s @antwh = [ 7@ntdon = | fa

La siguiente relacién muestra las principales propiedades de la integral, en las que se supone que
existen las integrales y tienen sentido las operaciones que contienen:

s Linealidad
/(01f1+@f2)du261/fldu+02/fzdu

= Monotonia

f<g = /fd,ug/gd,u

= Teorema de la convergencia mondétona

0< fu< for, limf=f — lim/fnduz/fdu
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Fatou

0< fp = /lfminf fndu < h'minf/fndp

Teorema de la convergencia dominada

f =g, casi por todo = /fd/j,:/gdu

/fdu finita = [ finita casi por todo

11.4. Casos particulares
11.4.1. Esperanza matematica

Si el espacio de medida es un espacio de probabilidad (€2, S, P) la integral de Lebesgue de una variable
aleatoria es la esperanza matematica, por lo que se puede utilizar la notacién de integral

B(x) = [ Xdp = [ X (w)ap () = [ X @)ap ({u})

Si el espacio de probabilidad fuese en R, (R, By, P) y esta distribucién tuviese la funcién de distribucién
F : R — R, para la variable aleatoria X (z) = x se tendria

E(X) —/mdP—/:L'dF(w) —/xdF(x)
R
y para la variable alatoria X : R — R, donde X es medible Borel
B(X) = /X(x)dP_ /X(x)dF(:n) —/X(x)dF(x)
R

Férmulas analogas valen si se tiene una distribucion en (Rk, By, P) con funcién de distribucién F : RF — R.
Asi, si X : R¥ — R es medible Borel, se tiene

E(X)= /X(:E) dP = /X(J:) dF (x) = RkX(azl,...,azk)dF(a:l,...,azk)

11.5. Medida inducida por una transformacién del espacio

El proceso seguido para definir la integral de Lebesgue suministra un método de comprobar la igualdad
de ciertas integrales, como vamos a ver.

Sean (€2, F, u) un espacio de medida, (21, F1) un espacio medible y f :  — €; una funcién medible
(BeFi = f~'(B) € F). Esta funcién genera una medida 1 en ©; por la relacién

p (B)=p(f~"(B)), VB € F
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con lo que obtenemos el espacio de medida (€, 1, 1) que llamaremos espacio de medida inducida
en 7 por la funcién f.

Teorema 11.6. Teorema A

Sea (Q, F, ) un espacio de medida y (1, Fi, p1) el espacio de medida inducida por una funcion
f:Q — Q1 medible de (2, F) en (1, Fi).

Sig: Q1 — R es medible de (1, F1) en (R, E) entonces

o @nn= [ g@)dm

siempre que al menos una de estas integrales exista.

Demostracion. Para el caso en que g es un indicador g = I4, A € Fi, los valores de estas dos integrales
son

/QIA (f(w))du:/ﬂlf1(A) (w)du = 1 (f (A)) = 1 (A):/Ql Iy (') dps.

Si g =) z;la, es una funcién simple no negativa se tiene, aplicando lo anterior

/Q zila, (f (w)) da = /Q il () dy = /Q 9 (f (w)) dys = /Q () dm

Si g es medible no negativa y (g,) es una sucesién monétona creciente de funciones simples no negativas
que converge a g resulta

/an (f (w)) dyt = /Q gn () dpr, Vi = /Qg(f (w)) dyt = /ng(w') dyi

Finalmente, si g es medible, g = g© — ¢, aplicando el resultado anterior a ¢g* y g~ y restandolos,
obtenemos la igualdad buscada. O

Ejemplos
= Sea (9,8, P) un espacio de probabilidad, X : Q — R* medible de (Q,S) en (Rk,Bk), o sea, X es
una variable aleatoria de k dimensiones, y (Rk , By, PX) el espacio de probabilidad inducido por X.

Llamaremos F'x a la funcién de distribucién de la funcién de probabilidad Py . Entonces, para cada
funcién medible Borel g : R¥ — R se tiene

E(9(0) = [ 9(X0)dP = [ g1, i) dFx (a1,m)

Q R

si esta esperanza existe.

Esta igualdad resulta tomando en el teorema A como espacio (£2, F, u) el espacio de probabilidad

(Q,S, P), como espacio medible (21, F7) el (Rk, Bk) y como funcién f la funciéon X.

= Sea (Rk,Bk, P) un espacio de probabilidad de k dimensiones con funcién de distribucién Fx, Y :
R* — R una funcién medible Borel, es decir, una variable aleatoria de una dimensién k definida en
el espacio (Rk,Bk, P).
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Llamaremos Fy a la funci6n de distribucinon de la variable aleatoria Y. Entonces, para cada funcion
medible Borel g : R — R se tiene

(o) = [ o @) dPx (a1.) = [ 9 dFy ()
si esta esperanza existe.

11.6. Medidas en un mismo espacio

Teorema 11.7. Teorema B
Sean (Q, F,\) y (Q,F,u) dos espacios de medida tales que existe una funcion f : Q — R medible
de (2, F) en (R, B1) tales que

1 (A) :/fIAd)\, VAeF

Entonces, para cualquier funcion medible g : 2 — R se tiene

/gduz /gfd/\

Nota: la funcién f se llama derivada de Radon-Nikodym de p respecto de de A, lo que se
escribe con la notacién

=
Esta nomenclatura es adecuada porque estas derivadas poseen propiedades similares a las derivadas de
las funciones reales. Recordemos también que si se dan dos medidas u, A en el mismo espacio medible
(©, F) que cumplen la condicién

AA)=0 = p(A)=0

entonces se dice que p es absolutamente continua respecto de A. El Teorema de Radon-Nikodym
asegura que en tal caso existe la derivada f.

Demostracion. Tomando g = 4 con A € F tenemos

[ o= [ 1adn=na)

[otar= [ Lagar=n(a)

y la igualdad se verifica.
Escalando por un escalar sigue valiendo la igualdad.
Sumando una cantidad finita, sigue valiendo la igualdad, y tenemos la igualdad para funciones simples.
Tomando el limite obtenemos la igualdad para funciones no negativas.
Tomando la parte positiva y negativa, obtenemos la igualdad para funciones reales. O
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11.6.1. Ejemplo
Sea (Rk, B, P) una distribucién de probabilidad con la funcién de densidad f : RF — R, es decir,

P(B) = /fIBdm, VB € B
Entonces, para cada variable aleatoria X : R¥ — R que posea esperanza matemética se tiene
E (X) = /Xdp = X (:rl, ,$k> f (:nl, ,xk) dxldxk
RE

Esta igualdad se obtiene tomando, en el teorema B, el espacio de medida como un espacio de probabilidad
con funcién de densidad.
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12. Momentos (1 dimensién)

12.1. Momentos

Sea X una variable aleatoria y n un entero no negativo. Se llama momento de orden n o momento
n-ésimo de la variable aleatoria X a E (X™) si esta esperanza matemadtica tiene sentido. Este momento
se denotara

ap = E(X")
El momento de orden cero siempre vale 1:
a=E(X)=E(1)=1
El momento de orden 1 de la variable aleatoria X se llama media de X y se puede denotar por

M::ale(X)

cuando esta esperanza existe. Los momentos de orden n, a,,, también se denominan momentos ordinarios
o momentos respecto del origen.
Si n es un entero no negativo, y ¢ € R, se llama momento de orden n respecto de c de la variable
X a
(€)= B ((X = )"

suponiendo su existencia.
Son especialmente importantes los momentos respecto de la media o momentos centrales de
orden n, definidos por

o = E((X = p)") o pt = E (X)

Se llama varianza de la variable aleatoria X al momento de segundo orden respecto de la media:

Var (X) =p =FE ((X - E(X))2>

Proposicion 12.1. La varianza de X es igual al momento de orden 2 respecto del origen menos
la media al cuadrado:

Var (X) = F (X?) - (E(X))?=ay— a2 =ag — pi?

Demostracion.
Var (X) = E (X = 0)°) = B (X = 2Xp + p?) = B (X2) 2B (X) 44> = E (X2) =2>+1s% = B (X?) 4
O
La raiz cuadrada aritmética (no negativa) de la varianza de X se denomina desviacién tipica de X

y se suele representar por
o=+/Var(X)

Teorema 12.1. El momento de sequndo orden respecto de c, st existe con valor finito, es minimo
para ¢ = [
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Demostracion. Partimos de la siguiente igualdad
(X = = (X~ @)+ (u— ) = (X = > +2(X — 1) (1 — &) + (u — )
y tomamos esperanzas a ambos extremos:
a0 (0) =E (X =) =B (X =)’ +2(1 =) E(X =) + B ((n—c)) =
=B ((X = )%) +2(5 = ) (ELG=7] + B (1~ ) =
=B ((X =) + (= > B ((X - p)?).
OJ

Sir € R, se llama momento absoluto de orden r de la variable aleatoria X a la esperanza
Br = E(IX]")

De menos uso son los momentos factoriales. Para n entero positivo, z € R, denotaremos z(™ el
producto de n factores

|
—

W =z@z-1)(x-2)-@x-m-1))=[[(=-1

7

Il
=)

y, por convenio,
$(0) =1

Llamamos momento factorial de orden n de la variable X a
) :E(X(”)> —E(X(X—-1) (X —(n—1)))
si la esperanza anterior tiene sentido. Para n = 0, se tiene

o) = E (X@) =1

12.2. Existencia de los momentos. Relacién entre los momentos ordinarios y los
momentos centrales

Las variables aleatorias acotadas poseen momentos finitos de todos los érdenes. Si la variable aleatoria
X vale

IX| <K = |X|"<K"
entonces
|E(X™)| < E(X")=E(X[") <E(K")=K"
0, escrito con otra notacion
’an’ < Bn < K"

Teorema 12.2. Sea X wuna variable aleatoria y fi(x), fo(x) dos polinomios de grados r y n
respectivamente, con r < n. Si E(f2 (X)) tiene valor finito también E (f1 (X)) existe con valor
finito.

En particular, si existe con valor finito alguno de los momentos auy,, auy (€) , fin, Q(n) también existen
con valor finito todos los momentos oy, . (¢) , fir, a(p), de ordenes v < n.
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Demostracion. Como fi es de grado r y fo es de grado n > r se tiene

fi(z)

lim (@)

r—Fo0

=L < oo,

luego,
VH > L,3R>0:V|z| > R,|f1(x)| < |f2(x)| H.

Como | f1 (z)| es una funcién continua en [—R, R] existe el maximo finito
M = méx {|fi (z)] : [z] < R}

Y se tiene para todo z € R
fi(z)| < M+ |f2(2)| H,

y sustituyendo x por la variable aleatoria X queda
(X <M+ [f2 (X)) H

y, como el segundo miembro de la igualdad tiene esperanza finita, también el primer miembro tiene
esperanza finita, y queda probada la primera parte del teorema.

Como los momentos de orden n de X son esperanzas matematicas de polinomios en X de grado n,
tenemos la segunda parte de la demostracién, como consecuencia directa de la primera. ]

12.3. Desigualdad de Tchebychev
Teorema 12.3. Desigualdad de Tchebychev general
Sea X una variable aleatoria no negativa con esperanza matemdtica finita. Para cada real a > 0 se
tiene

E(X)

P(X >a)<

Demostracion. Se tiene

X>0
>

E(X) =F (XI{Xza}) + FE (XI{X<a}) FE (XI{Xza}) Z FE (aI{Xza}) =aP (X Z a) .

Por lo tanto, como a > 0:

&

(X)

P(X >a)<

Esta desigualdad tiene diversas utilidades:

1. Si sustituimos X por (X — E (X)) y a por €2 (¢ > 0), resulta

E((X-EX)’) v
P(IX - E(X)|22)=P((X-E(X))’2¢) < ( S >:V€2<X>,

que suele llamarse desigualdad de Tchebychev.
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2. Para cualquier variable aleatoria X con momento absoluto de orden k£ > 0 finito y a > 0 finito se
tiene

P(|X|2a):P(1X\’“2ak) SE(Z('IC)

que suele llamarse desigualdad de Markov.

3. Sea X una variable aleatoria que toma valores en el intervalo £ C R, f : E — R una funcién
mondtona creciente y no negativa y la variable aleatoria Y = f (X) > 0 con esperanza finita (se le
puede aplicar la desigualdad de Tchebychev general). Asi, para a € E'y f (a) > 0 se tiene

f monétona B X
Pxza)’ T P02 ra) < HLED
12.4. Momentos de las distribuciones simétricas

La variable aleatoria X tiene una distribucién simétrica respecto del punto c si las variables
aleatorias X — ¢y ¢ — X tienen la misma distribucién. Para ello debe verificarse que las dos funciones de
distribucién de X — ¢ y de ¢ — X sean iguales. Esto equivale a que se cumpla, para todo x € R:

P(X—c<z)=P(c—X<z)=P(X>c—z)=1-P(X<c—2x)
que, expresado con la funciéon de distribucién F' de X queda
Fc+z)=1-F((c—x)—)

0, también,

F(t)=1-F((2c—1t)-)

Si la funcién de distribucién F' tiene derivada, esta serd la funcién de densidad f (z) de la variable
aleatoria X. Derivando la relacion anterior resulta

fleta)=fle—x),

luego la gréafica de la funcién de densidad resulta simétrica respecto de la recta y = c.
Si X es simétrica respecto del origen (¢ = 0) la igualdad

Flc+z)=1-F((c—z)—)

se convierte en

y para la funcién de densidad queda

Teorema 12.4. Si X tiene una distribucion simétrica respecto de c y posee media finita, entonces
E(X)=c.

Demostracion. Como las distribuciones de X — ¢ y de ¢ — X son iguales, se tiene

E(X—¢)=E(c—X) = E(X)—c=c—FE(X) = E(X)=c
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Teorema 12.5. Si X es simétrica respecto de ¢, cualquier momento respecto de la media de orden
impar que exista con valor finito es nulo.

Demostracion. Sea n impar. Como las distribuciones de X — ¢ y de ¢ — X son iguales, entonces también
lo son las de (X —¢)" y la de (¢ — X)" y se tiene

E((X ~o)") = E((c— X)") = B((-1)" (X - ") =
= ("B (X - o) "R (X - ") =T R (X - M) =0

O]

12.5. Otras caracteristicas de las distribuciones

Una caracteristica de una distribucion es un niimero obtenido a partir de la distribucién mediante
un criterio determinado. Por ello, una caracteristica de una distribucién contiene alguna informacién acerca
de la distribucién de la que procede. Los momentos considerados anteriormente, y las funciones de ellos,
son caracteristicas obtenidas sirviéndose del concepto de esperanza matematica.

Veremos ahora algunas caracteristicas de las distribuciones de una dimensién obtenidas incluyendo
otros procedimientos.

Llamaremos moda de la distribucién de una variable aleatoria X de tipo discreto a un valor mg para
el que se alcance el valor maximo de la funcién puntual de probabilidad p de la variable X:

p(mg) =méx{p(z):p(x) =P (X =2x), z € R},
es decir, mg es una moda si
P(X=mg)>P(X=x),VzeR

Si X es una variable de tipo continuo con funcién de densidad f, se llama moda de la distribucién de X
al namero my tal que

f(mg) =max{f (z) : z € R}

Llamaremos una mediana de la variable aleatoria X con funcién de distribucién F' a un ntmero m,
que verifique

Teorema 12.6. Si X tiene una distribucion simétrica respecto de c este centro de simetria es una
mediana.

Demostracidon. Se tiene
Fz+c¢)=1-—F((c—x)—)

Entonces
F(c)=1-F(c—) = F(¢c)+F(c—)=1

y se tiene
2F(¢)=F(¢c)+1—F(c—)>1 = F(c) >

N —
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2F (c—)=F(c—)+1-F(¢)<1 = F(c—) <

N | =

Dado 0 < o < 1, llamaremos cuantil a a un nimero g, tal que
F(Qa_) <a< F(Qa)

Asi pues, la mediana m, es el cuantil %:
Me = ¢

VI

La condicién anterior siempre tiene solucién en ¢, pero esta solucién puede no ser tnica. En efecto,
F (z) puede ser constante e igual a « en un intervalo.

También se utilizan las denominaciones de centil p o de pertcentil p para referirse al cuantil o = 1%0,
ademds de decil p para a = {5 y cuartil p para el cuantil a = 7.

Las caracteristicas de una distribucién pueden tener distintas finalidades o propiedades, lo que permite
separar estas caracteristicas en varios grupos:

= Medidas de centralizacion de la variable X: tratan de obtener un punto que, en algiin sentido,
sea el centro de la masa de probabilidad que X determina en la recta. Entre estas medidas estén:
e la media
e la mediana
e la moda

¢ la media armoénica

1
E(X1)

Me =

¢ la media geométrica
mg = exp (E (logX)),st X >0

= Medidas de dispersion de la variable X: tienen por objeto indicar si la masa de probabilidad
que determina X en la recta estd mas concentrada o mas dispersa alrededor de algiin punto central.
Algunas son:

e La desviacion tipica

o= /Var (X) = \/E ((x-EB)?)

e La desviacién media

E(1X = me|)

e FEl recorrido intercuartilico
g3 —q1
4 4

= Medidas de asimetria: pretenden distinguir si la parte de distribuciéon que queda a la derecha
del punto central es de mayor peso (asimetria positiva) o de menor peso (asimetria negativa) que la
parte que queda a la izquierda. Se suele utilizar:

e coeficiente de asimetria
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= Medidas de curtosis o apuntamiento: tienen por objeto medir el mayor o menor apuntamiento
o altura de la distribucién en la parte central suponiendo normalizada la distribucién, es decir,
reducida la dispersién a una unidad convencional. Para este fin se puede utilizar:

e coeficiente de apuntamiento

M4
=— -3
Y2 o

que, en términos generales, serd mayor cuanto mas apuntada sea la distribucién en el centro,
o sea, cuanto mayores sean las probabilidades en las proximidades de la media.
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Parte 11
Ampliacién de Probabilidad y Procesos
Estocasticos

13. Momentos

13.1. Momentos de distribuciones de varias dimensiones

Dada la variable de k& dimensiones
X = (X1,X9,..., Xg) (2)
y un conjunto ordenado de k enteros no negativos
= (r1, T2, ... Tk) (3)
Llamaremos momento de orden r de la variable X a la expresién
Ay rgyry) = (X{lXQW...X,:’“)

Los momentos de las variables aleatorias k-dimensionales X respecto de la media. factoriales y abso-
lutos se definen de modo similar al llevado a cabo en una dimension.

Asi, el momento central o respecto de la media de la variable aleatoria X, de orden r =
(ri,79,...,7%), viende dado por

firy o = B (X1 = E(X1))™" (Xo = E(X2))"™ -+ (Xi — B (Xg))™)

Si en algunos de los enteros r; son no nulos, resulta que el momento de orden r de X coincide
con el momento de orden 7’ de la variable X', donde 7’ y X’ resulta de suprimir en 7 y en X, respecti-
vamente, las componentes r; y X; cuyos indices ¢ tienen r; = 0. Por ejemplo, los momentos de 6rdenes
(3,0,0),(0,2,0),(1,0,4) de la variable aleatoria (X, Y, Z) son respectivamente £ (X3) B (Y2) B (XZ4).

En el caso de independencia de las variables X; los momentos de X = (X1, Xo,..., X}) son producto
de los momentos de estas variables
)= B(X7X37 - XiH) = B(XTY) - B (X))

a(rlzr2:--~7Tk

Hecho 13.1. Sean ai,as,...,ar numeros no negativos y sean ri,rsa,...,Ty enteros no neqgativos
que suman m > 0, vale la desigualdad

m! ,
1,72 Tk m m _ m
gl % 92 o = Rl fag e ag)

Demostracion. Utilizando la formula de Leibniz

(a1 4+as+--+ap)" = E
r; >0 +ro+-+ry=m
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tenemos que, por ser cada sumando no negativo, cada uno de los mismos es menor o igual que la suma
b bl b}
y asi podemos deducir directamente la desigualdad; en efecto, tomando a;, := méx {a;}, se tiene

|
m:
oy 'a:1a§2 caif < (ar+ag+---+ap)" < EMap < KM (0 +ad - Fap +--+af)
1:72: "

O]

Hecho 13.2 (Importante). Si para las variables aleatorias X1, Xa, ..., Xy existen con valor finito
los k momentos de orden m, E (X]") y vale ri +ro+---+1r, < m, entonces existen con valor finito
los momentos vy, 1y -

Demostracion. Por el resultado anterior tenemos

rilrg! .- Tk!k

| X1 ™ | X | X <
m)

X X A [ X]T)

El segundo miembro de la desigualdad es una constante por la suma de v.v.a.a. que tienen esperanza
ﬁnitaﬂ por lo que todo el miembro tiene esperanza finita. Asi, existe con valor finito el momento ab-
soluto Bryre,..rp = E(|X1]™ | X2+ |Xg|"™) y por tanto el momento ordinario oy, r,,. .. El mismo
razonamiento se aplica si r{ +ro+ -+ rp =n < m. O

13.2. Covarianza y coeficientes de correlaciéon. Desigualdad de Schwarz

Se llama covarianza de las variables aleatorias X,Y (de una dimensién) a
Cov (X,Y) = E((X - E(X)) (Y - E(Y)))

La covarianza de X,Y es el momento central 1 ; de la variable aleatoria bidimensional (X,Y"). Un célculo
sencillo permite obtener

Cov(X,)Y)=FE(XY-XE(Y)-YEX)+E(X)E(Y)) =
=FXY)-EX)EY)-EX)EY)+E(X)E(Y)=E(XY)-EX)E(). (4
Ademas, se obtienen trivialmente las propiedades:
» Var(X)=_Cov(X,X).
» Simetria: Cov (X,Y) = Cov (Y, X).
= Bilinealidad:

o Cov(Xi+ X2,Y)=Cov(X1,Y)+ Cov(Xs,Y).
o Cov(cX,Y)=cCov(X,Y),ceR.

8E(X) = E(X4) — E(X4) finita <= E(X;),E(X-) ambas finitas <= E(|X|) = FE(X4) + E(X_) finita y
[ X" = |X™.
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Las variables X,Y se llaman incorreladas o incorrelacionadas si Cov(X,Y) = 0. Si X,Y son in-
dependientes entonces son incorreladas pues Cov (X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = E(X)E(Y) —
E(X)E(Y)=0.

Dos variables X,Y se llaman ortogonales si F (XY) = 0. Por ejemplo, X — E'(X) es ortogonal a
cualquier constante c.

Si X e Y son incorreladas, entonces X — E (X) e Y — E (Y) son ortogonales.

Se llama coeficiente de correlacién de X,Y a

_ Cov (X,Y)
VVar (X)Var (V)

donde se supone Var (X) >0, Var(Y) > 0.

P

Teorema 13.1 (Desigualdad de Schwarz). Si X,Y tienen momentos de seqgundo orden finitos vale

la siguiente desigualdad
|E(XY)| < VE(X?)E(Y?) (5)

Demostracion. Distinguimos dos casos:

] E(XQ) =0 < X =0cs. = XY =0cs. = FE(XY) =0y ambos miembros de la
desigualdad son nulos.

= Supongamos ahora F (XQ) > 0. Denotando A = F (XQ) ,B=FE(XY),C=FE (YQ), se tiene, para
todo u € R,

0<E ((uX + Y)Q) =u’E (X?) +2uE (XY)+ E (Y?) =v’A+2uB+C =
1
A

y en particular para u = —B/A resulta

[u?A% + 2uAB + AC] = % (wA+ B) +4C - B|, (6)

B_\*\ 1
E<<Y—AX> ) :Z(AC—BQ)ZO — AC-B>>0 =

— |E(XY)| =|B| < VAC = /E(X?)E(Y?)
0

La tnica posibilidad de que valga la igualdad, |B| = v AC, es que se verifique E ((Y —(B/A)X )2) =
0, 0sea, Y = (B/A) X = (E(XY)/E(X?)) X cs.
Si en la desigualdad de Schwarz (b)) se cambian X,Y por X — E(X),Y — E(Y) se obtiene

|Cov (X,Y)| < /Var (X)Var (Y),

de donde |p| < 1. Entonces, la tnica posibilidad de que valga la igualdad en la anterior relacién es que

valga
_ Cov(X,Y)
Y-PY) =~y

Compérese esta igualdad con la ecuacion de la recta de regresiéon de la seccién siguiente.

(X —E(X)) cs.
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13.2 Rectas de regresion

Supondremos dadas las variables aleatorias X, Y con momentos de segundo orden finitos. Utilizaremos
para las medias, varianzas y covarianza de estas variables la notacién siguiente

» pux =E(X), py =E(Y).
» 0k =Var(X)=F ((X —,uX)2> = ago — p%-
g U%ZVCLT(Y)IE((Y—/Jy)2> = apy — ¥

» oxy = Cov(X,Y) = E((X —ux) (Y —py)) = an — pxpy.

Sea Z = (X,Y') una variable aleatoria bidimensional, llamaremos coeficiente de regresién de Y sobre

X al coeficiente /BY/X = UaXQY con ox > 0, y el de X sobre Y al coeficiente BX/Y = U;g .
X Y

7~

Teorema 13.2. Si la v.a. bidimensional (X,Y") tiene una distribucion con momentos de sequndo
orden finitos y la varianza de X es positivd?), entonces

;’%gﬁE((Y —a—bX)) = E((Y —a—BX)?)

Con a y B dados por o == py — By ;xpux y B = Byx-
Ademds se verifica que a + BX = py + By /x (X — pux) con a y B tinicos.

X no es casi seguramente constante.

Demostracion. Sea Z una v.a. con momento de segundo orden finito y a € R, entonces podemos escribir

E((Z-0?) =E((2- E(2)?) + E((B(Z) - 0)*) + 2B((Z - E(2))(E(Z) - a)) =
= E((Z - B(2)?) + (BE(Z) - a)’ + 2(E(%) - ))E(Z — E(2)) = E ((Z — B(2))’) + (E(Z) - a)’,
pues E(Z) — a es una constante y E(Z — E(Z)) = 0. Por otra parte, si escribimos ahora Z =Y — bX,

que podemos pues los momentos de orden 2 de (X,Y) son finitos y F(XY') también por la desigualdad
de Schwarz, tenemos que F(Z) = puy — bux y sustituyendo en la anterior formula,

E((V =X = a)’) = B (((V = piy) = b(X = x))?) + (o = by — a)® =
:O’%—Qbaxy—i-lﬂag(—i-(,u,y—blu,x—a,)2:
— p252 U%Y % 2 Uiy b 2 _
= UX—FJT— O'XY—FUY—UT—F(MY—MX—G) =
X X

2 2
oxXy o
= (bO'X_> +(1— 2XY2 )052/+(My—bux—a)2:
Ox0y

2
g
- (bUX— éj) + (1= p)oy + (uy — bux —a)?,
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donde p es el coeficiente de correlacion. Ahora bien, el segundo sumando no depende ni de @ ni de b, por
lo que debemos tratar de reducir los otros dos sumandos al menor valor posible, y como son no negativos,
tenemos el sistema lineal

ox

box — XX =)
py —bux —a =0,

con solucién Unica a = py — UUXQY ux = a,b= U;(—QY = f3, como queriamos ver. ]
X X

Llamamos recta de regresiéon de Y sobre X a la recta que pasa por (ux, py) y que tiene pendiente
By, x- Esta es, segtin su representacion,

Xy
YZMY+UT(X—MX) = py + By/x(X — px) = a+ X

oy ox
Llamamos a la variable aleatoria X* := py + By, x (X — px) la mejor representacién lineal de Y respecto
de X. Usando la expresién de X™* definimos la variable residual de Y respecto de X como Y — X*
que segun la demostracién anterior tiene

Var(Y — X*) = E ((Y —a-— BX)2> =(1-p)od. (7)
Ademas,
E(Y = X*) = E(Y) — py — X (B(X) — px) =040 = 0.
Ox

Por otra parte, permutando los papeles de X e Y obtenemos la recta de regresién de X respecto de
Y, asi como la residual de X respecto de Y.

13.3. Curvas de regresiéon

Llamaremos esperanza de Y condicionada por X =z a myy(z) = E(Y|X =) = [y ydFy;(y|z)
(de aqui en adelante se omitira el dominio de integracién). Supondremos que esta integral y las siguientes
tienen valor finito. Llamamos curva de regresién de R? a y = my);(x) (de Y sobre X).

Teorema 13.3. Dada la distribucion de (X,Y), supongamos y = mgu( x) curva de regresion de'Y
sobre X . Entonces minE ((Y —g(X ) ( Y m2\1 )2> con g : R — R medible Borel
g

Observacion. La demostracion que van a ver a continuacion ha sufrido severas modificaciones que la han
podido dejar inservible.

Demostracion. Como g es medible Borel, vale

[ = g@)? dys ) =
= / (y - mz\l(w))2 dF2|1(y\x)+/ (m2|1(:1:) - 9(95))2 dF2|1(y]a:)—|—2/(y—m2|1(x))(m2|1(:c)—g(:c))dF21(y|x)
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Pero la tercera integral vale

/ (4 — 1oy (2)) (s (&) — 9(2)) dFys (y)) = (mapy () — g()) / (y — maps (2)) dFyp () =
= (map (x) — g(x)) ( [viFsin - m21<m>) — (g (2) — 9(2)) (map (@) — mops () = O,

donde se ha utilizado [ dFy;(ylz) = P (Y € R|X = z) = 1 y la definicién de mqp; (z).
Tras esto tenemos

/ (v — 9(2))? dFy (y]z) = / y — mayy () dFyp (y]) + / (o (z) — 9(2))? dFy (y]2),

e integrando respecto de dF}(z) obtenemos

/R </ (y —9(90))2 dFQl(Z/W)) dFy(z) = /R (/y - m2|1(1’) dF2|1(y|x)> dry(z / (/ mz\l ))2 dF2|1(y
[ =@V aPa) = [ 5= man@)dF @)+ [ (man) - o@)* d
E((v = g(x))) = B ((v = mop(X))*) + B ((map(X) )

p
o

Los sumandos de la derecha son no negativos y el primero no depende de g, luego E ((Y —g(X ))2> es

minimo cuando

E ((mop (X) = 9(X))*) =0 <= g(x) = maps(2) c:5.,

valiendo entonces el minimo

E((V = g(X))*) = E (v = mau(X))*).

Llamamos razén de correlaciéon de Y sobre X al numero oy, x que satisface
E ((Y - m2|1(x))2> =02 (1 - U%//X).
Veamos ahora la relacion entre p y oy, x. Como hemos visto en la demostracion anterior
B (( = g(0))) = E((¥ = map(X))*)+E ((man (X) = 9(X))*) = 0} (1=0%, )+ (man (X) — 9(X))) 5
ahora, haciendo g(X) = a + 8X y usando (7)), tenemos
(1= p%) = a3 (1= 03 3) + B ((map (X) - 9(X))°)

E ((mgp (X) — g(X))?
. (¢ 21<aiy 9(x))*)

Podemos trabajar andlogamente para X sobre Y.
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13.4. Momentos de sumas

Supongamos X1,..., X, n variables aleatorias cualesquiera. Sea S, = X1 + --- + X,,, sabemos que

n
E(Sy) => E(X;),ysean Y; = X; — E(X;) coni=1,...,n, tenemos:
i=1

Var(S,) = ((S — E(S, ) ((ZX B X ) ) —E((ZXZ-—E(XZ»))Q) -
:E(<ZY)2> —E( Y v22Y vy | =Y Var(x) +2Y Cou(X, X))

1<j 1<j

Luego si las variables son incorreladas tenemos que Var (> X;) = > Var(X;).
Veamos ahora el momento central de tercer orden de las variables X; cuando estas son independientes.

((S — B(S, ) ((ZX B X, ) >:E<<ZY)3> _

Leibniz 3! 2 3! .
2R Y + o YYJ-+MZY;YJY,€) =

1#£] 1<j<k
:E(ZY;”) +38 [ vy | +6E | 3 vy, | =
ij i<j<k
indep. SEX?)+3> E(Y)EN)+6 > EM)E(Y;)E(Y:) =
1#£] 1<j<k

PO B () = Y (- ).

Calculemos ahora el momento central de cuarto orden de las variables X; independientes. De nuevo
por la regla de Leibniz, llegamos a

B (S, — B(S:)") =

4! 41 4! "
4 2v2 2 /. _
=F EjY +3,1, YYJ+2,2, Y2Y; + o E YYYk+1|1'1'1' § VY2V | =
1] 1<j 1£5,k;<k 1<j<k<l
=Y B+ 63 BORYE) = > B ((Xi - B(X)') + 63 B (X - B(X) (X, - B(X;))?)
1<J 1<J
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14. Funciones generatrices

14.1. Funciones generatrices. Introduccion

Llamamos funcién generatriz de una sucesion de niimeros a cualquier funcién que determina, me-
diante coeficientes de algtin desarrollo en serie de la funcién, la sucesion de ntimeros dada. Algunos
ejemplos de esto son:

Funcién generatriz de probabilidad: fy = E(t¥)

Funcién generatriz de momentos:gx = E(e!Y)
Funcién caracteristica:py = E(e¥)
Funcién generatriz de momentos respecto de la media:gx_,, = E(etX=m)

Funciéon generatriz de momentos factoriales:hy = E ((1 + t)X )

14.2. Funcién generatriz de probabilidad

Sea X v.a. entera no negativa con probabilidades p, == P(X,, = n) con n € NU{0} y > p, = 1,
definimos la funcién generatriz de probabilidad fx : C' — R de la v.a. X a la funcién dada por:

Ix() =B =3 put,

siendo C' C R el conjunto de niimeros reales donde E(t*) < oo.

Si el nimero de sumandos es finito, entonces C' = R ya que Vt € R, E(tX) < oco. Si son infinitos, tenemos
una serie de potencias y C' seria el conjunto donde converge la serie. Siempre se tiene [—1,1] C C, pues
para t € [—1,1] 0 < |pnpt"| < pp = [D_pn=1 = > put" converge].

Por las propiedades de las series de potencias, si t es interior a C, derivando en fx (t) = E(tX) = 3 p,t"
tenemos que existen las series derivadas y son convergentes, e igual si integramos.

Proposicion 14.1. Si el radio de convergencia de fx es mayor que 1, existen los momentos
factoriales de X de cualquier orden con valor finito.

Demostracion. Para un t interior a C, de la expresion de fx(t) obtenemos derivando
fOf)=BEXX -1 (X —r+1)t*7)=> pun(n—1)--(n—r+1)t""
Ademas, si t = 1 es interior a C', los momentos factoriales son finitos pues
ap =BEXM)=EXX-1) (X-r+1) =) pnn—1)-(n—r+1)= (1)
O

Si fuese C' = [—1, 1], considerando ¢ € (0,1) se tiene E(XTtX~"). Como la variable XX~ es no
negativa y es mondtona creciente en ¢t € (0, 1), por el teorema de convergencia monétona se tiene que

lim f)(t) = lim E(XX ") = E ( lim X ("X ) = B(XM) = o,

t—1- t—1— t—1—
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pero en este caso desconocemos si el limite tiene un valor finito.

Teorema 14.1. Sean X1, Xs,..., X, v.a. independientes enteras no negativos, con funciones ge-
neratrices de probabilidad f,(t) = E(t*X"). Entonces la funcién generatriz de probabilidad f de la
suma Sy, = X1+ -+ X, es el producto de las funciones generatrices f, en el conjunto en el que
todas las f, estan bien definidas (al menos en [—1,1]); es decir,

f#) = f1(#) fat) - - fu(t)

. J

Demostracion. f(t) = E@EXt+Xn)y = BtX1...¢Xn) y como tX1,t%2, ... X" son independientes por
serlo X1, Xo,..., X, se da

f(t) = E@*V)E@*2) - E(t*") = fi(t) f2(t) - fult).

14.3. Funcién generatriz de momentos

Dada la v.a. X llamamos funcién generatriz de momentos de X a la funcién real gx(t) =
E(e") = [, e dF(x) (escribiremos simplemente g(t) cuando esté claro) definida donde esta integral
tenga valor finito. Se llama funcién generatriz de momentos respecto ¢ de la v.a. X a la funcion:

gX—c(t) _ E(et(X—c)) _ e—tcE(etX) _ e_tch(t).

Dadas estas dos definiciones, es claro que una existe con valor finito si y solo si existe la otra con valor
finito. Es claro que estas funciones valen 1 para t = 0.

Teorema 14.2. Si tienen valor finito las esperanzas E(e®X) y E(e=*X) para a > 0, entonces, para
t € R con |t| < a, existen con valor finito:

= g(t) = E(etY),
= Jos momentos a,, = E(X™),
= la serie Y 5o t",

y se tiene la igualdad
(0.0
t) = B(eX) =S 2o,
o) = Be) =35

. J

Observacion. Si X es una v.a. acotada, las hipotesis se cumplen para cualquier a > 0.

Demostracion. Como

X X >0
alx|=4" =
—aX X <0,

para |t| < a, se tiene etX < elIX] < ealXl < X | ¢=aX  Ademds, como ambos sumandos tienen esperanza
finita por hipdtesis, todas las v.a. no negativas que acoten superiormente tendran esperanza finita. En
particular E(etX) < oo, quedando demostrado el primer punto.
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Para todo n € N se tiene que

n n r
X" = X" = el

(o]
. n
n g—n§ :
a .
r=0

que por lo anterior (E (ea‘X|) < 00) tiene esperanza finita, por lo que a,, = E (X™) también es finita.
Queda demostrado el segundo punto.
n
Sea ahora la sucesién de v.v.a.a. X, =) ),f—!t" con |t| < a, tenemos lim,, X,, = /X y
r=0

n

>

r=0

|Xn| =

Z|t| X" <Z a’ ’ ol

r=0

de modo que podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (TCDL) obteniendo

n o0 [e.e]
. X" .\ TcpL X” E(X") E(X™) an
_ tX _ r L ’ T o__ n __ n
g(t)=E (e )—E<h£n g r!t> = 11}an<§ o ) —l E 0 t" = g o t" = E —n!t
r=0 r=0 r=0 n=0 n=0
O

A continuacién presentamos una suerte de reciproco del teorema anterior.

Teorema 14.3. Si existen todos los momentos o, = E(X™) de la v.a. X con valor finito y la serie

oo o0
Zo Qi es convergente para |t| < a, entonces g(t) = E(e'™) es finita para [t| < a y vale ZO E R
n= =

14.4. Funcién generatriz de momentos factoriales

Se llama funcién generatriz de momentos factoriales de X a la funcién hx(t) = E((1+ 1))
(escribiremos simplemente h(t) cuando esté claro) limitando el dominio de h a donde dicha expresién
tenga valor finito.

Teorema 14.4. Si para la v.a. X son finitas E((1+a)™) y E((1 —a)*) con 0 < a < 1 entonces
todas las derivadas de la funcion

hx(t) = E((1 +¢)%)

son é%hx(t) = hg?)(t) —BEX™ 14+ cont|<ayn=12,...
Con las hipdtesis anteriores, si hx (t) es desarrollada como una serie de potencias det en un entorno

del origen, entonces viene dado por hx(t) = > %t" con (y) = E(X™) momento factorial de
n>0
orden n de X.
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14.5. Funcién generatriz de suma de variables aleatorias independientes

Teorema 14.5. Sean X1,..., X, v.a. independientes. Sean g, y h, respectivamente a la funcion

generatriz de momentos y a la funcion generatriz de momentos factoriales de X,. Llamando S, =
> X, resulta

gs, (t) tSn H gr
hs,(t) = E ((1+1t)° Hh

stendo validas las iqualdades donde las correspondientes funciones estén definidas.

Demostracion. Procediendo como en el teorema , obtenemos trivialmente:

E (e tSn) ( tZXT> —E (Hetxr> _ HE(etXT) _ ng(t)
E((1+8)5) = E<(1+t)ZX’"):E<H(1+t ) [1E (1 +0%) =] he(t)
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15. Funcion Caracteristica

15.1. Funcidén caracteristica. Primeras propiedades

Dada una v.a. X con funcién de distribucién F', se llama funcién caracteristica de la v.a. X a
¢ : R — C definida por

o(t) = E(e™™) = E(cos(tX)) 4+ iE(sin(tX)) = /

. cos(tz)dF (x) + 1/ sin(tz)dF ()

R

Observacidon. Es clara la igualdad ¢(t) = g(it) (donde g es la funcién generatriz de momentos). Ademas,
como el seno y el coseno son funciones continuas y acotadas en R, las anteriores esperanzas existen siempre.

Si X es de tipo discreto escribimos

‘:O(t) = Zpreitzrapr = P(X = xr)

Si es de tipo continuo y f es su funcién de densidad escribimos

o) = [ Faret

Teorema 15.1. Para toda funcion caracteristica ¢ de una v.a. X se cumple que
1. p(0)=1
2. VteR,|p(t) <1
3. @ es uniformemente continua en R
4. p(—t) = T(t) O sea, si la descomposicion en parte real y parte imaginaria de ¢ es
@ (t) = @1 (t) +ip2 (1)
entonces w1 es una funcion par y pa es impar.

5. Sip(ty) = e contyg#0 y0 < a< 2m, entonces la probabilidad de la distribucion de X estd

concentrada en C = {"tﬁk”, k € Z}

Demostracion. Veamos una a una:
L. p(0)=FE (") =E(1)=1.
2. o) =|E ()| < E(|e"™X|)=E(1) =1
3.
[ (t+h) = p ()] = |B (¢0H0X) = B (c1X)| = | B (XX — Y,

‘E (eitX (eihX_1>)‘ < E(}eitX‘ oihX _1’) :E(eihX_l‘)
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y la cota no depende de t.
Ahora, }eihX - 1‘ < ‘eihx ‘ +1=2y }ILI/HT(l) |eihX - 1‘ = 0 por lo que estamos en condiciones de aplicar
*)

el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue obteniendo

DL p(1im

h—0

0 < lim |p(t + h) — p(t)] < lim E
< lim ot + h) — ¢(t)] < lim E(

eihz_l‘)

eihe _ 1\) — E(0) = 0.

Asi, Ve >0,30: [h <6 = |o(t+h) —p(t)] < E(|e"™ —1|) < e].
4. p(—t) = E(e™™X) = E(cos(—tX)) + iE(sin(—tX)) = E(cos(tX)) — iE(sin(tX)) = p(t).

5. Si p(tg) = E(e0X) = ¢ tenemos entonces que F(e~"@e0X) = =@ F(ei0X) = 1, Pero

E(cos(toX — a)) + iE(sin(tpX — a)) = B(e!W0X=%) =1 «—
<= E(cos(tpX —a)) =1 <= E(1 —cos(tpX —a)) =0 1020 cos(tpX —a) =1cs. <=

2%
— toX —a=2%kmr ke cs — X:y,kezc.&
0

Teorema 15.2. Sea X una v.a. con funcion caracteristica px, la funcion caracteristica de la v.a.
Y =a+bX, donde a,b son constantes, es py (t) = e x (bt)

Demostracion. En efecto, py (t) = E(e®™Y) = E(e0eX) = cita f(ethX) = ¢itayy (bt). O

Teorema 15.3. Sean Xq,...,X, v.a. independientes, entonces la funcién caracteristica de S,, =
X1 +...+ X, es el producto de las funciones caracteristicas px,..

Demostracion. s, (t) = E(e®n) = EB(et2Xr) = E ([Te"*r)) = [T E(e"*") = [T ¢x, (t), donde hemos
usado, como tantas otras veces, que las funciones medibles mantienen la independencia. ]

Ejemplo. La distribucién uniforme en el intervalo (a — h,a + h) tiene la funcién de densidad

f(x):{% a—h<zx<a-+h

0 otro caso

ath g 1 eit1%th 1 gitlath) _ gitla—h)  gita (eith — ith) _sin (ht)
o= [ Ex1 - o
a

O 2n |2nit|,, 2h it - 2ith - ht

Si t =0, hay que tomar ¢ (0) = 1.
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15.2. Teorema de Inversion

e D

Teorema 15.4 (Teorema de Inversién). Sea ¢ la funcion caracteristica asociada a la funcion de
distribucion F'. Entonces Ya,b € R se tiene que
F(b)+ F(b~) F(a)+ F(a™) T gttt — =il

- — € T o(t)dt
2 2 Pl i et 40

. J

Demostracion. Si a = b entonces ambos miembros de la expresién son nulos. Ademas si la igualdad es
cierta para a < b entonces es cierta para b < a pues basta multiplicar ambos lados por —1. Supongamos
pues que a < b.

Empecemos por desarrollar la integral. Por la definiciéon de ¢, tenemos

T e—iat _ e—ibt T e—iat _ e—ibt ) T e—iat _ e—ibt )
/ C e T oy dt = / et - ( / emdF(a:)> dt / < / ,emdF(x)> dt.
T 2mit _T 2mit R 7 \JRr 2mit

Ahora nos interesa utilizar Fubinﬂ para conmutar el orden de integracién. Para comprobar que el inte-
grando es medible es suficiente ver que es continuo y para ver que la integral de su médulo es finita nos

bastard con una buena acotacién. . A
e—zat . e—zbt
Veamos la continuidad. Ya sabemos que ¢ es (uniformemente) continua. Ademas, g
!
claramente continua en R\ {0} y

e—tat _ o—ibt it ei(b—a)t -1 B efibtei(bfa)t/2 ei(b—a)t/Z _ e—i(b—a)t/Z B
omit omit 2mit B
_ pila+b)t/2008 ((b—a)t/2) +isin((b—a)t/2) —cos(—(b—a)t/2) —isin(—(b—a)t/2) _i(atbytj22isin ((b—a)t/
2mit 2mit
_ —ilartyt/28i (b= a)t/2) _b—a __ipiayjsin((b—a)t/2)
it 2m (b—a)t/2

cuyo limite cuando t — 0 es (b — a)/2x. Por tanto, puede extenderse la continuidad a todo R.
Veamos ahora cémo podemos acotar el integrando. Sabemos que |[p(t)| < 1, por lo que es suficiente
encontrar una cota para el otro factor. Pero utilizando la reescritura anterior es trivial ver

e—mt _ e—zbt

sin((b — a)t/2) ' _b-a
(b—a)t/2 27

sin((b — a)t/2) b—a
(b= a)t/2 ‘ = o

b—a
2

) o—i(b+a)t/2 ‘

2mit

9El teorema de Fubini establece que una funcién medible g : Q1 x Q2 — R cuyo valor absoluto podemos integrar a lo largo
de su dominio con valor resultante finito, es decir,

/ 9] du < oo,
Q1 XQ9

[t ([ ) = [ (], )
Q1 xQ9 Q1 \Ja, Q, \Jo,

donde g, p1, p2 son las medidas correspondientes. Para funciones no negativas no es necesaria la segunda hipdtesis, por lo
que esta puede comprobarse utilizando directamente la igualdad final.

En la demostracion del teorema de inversién estamos aplicando Fubini sobre una funcién compleja y el teorema de Fubini
expuesto aqui es sobre una funcién real, pero aun asi supondremos que no se estd cometiendo ninguna actividad fraudulenta.

cumple
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En consecuencia podemos acotar la integral del médulo como sigue

/_i </R dF(m)) dté/_i </Rb2;a dF(m)> dt =
;Ta/_z</RdF<x>>dt=b;f/_zdt:b;%

Asi, ya estamos en condiciones de aplicar el teorema de Fubini:

T —iat —ibt T _—iat —ibt
€ —¢ itx € —€ ite
_ dF dt = _ dt ) dF(z).
/_T </R omit (w)) /R (/_T omit ) (@)

Desarrollemos la integral interior:

T ,—iat _ ,—ibt T _i(z—a)t _ _i(z—Db)t
JT(.CU) = / %elt$ dt = / € 9 te dt =
T ™ T T

/T cos ((z — a)t) — cos ((x — b)t) g+ /T sin((z — a)t) — sin((z — b)t) gt

T 2mit _T 2mit

efzat _ eflbt

2mit

eitw

b

1 T 2rt -7 2nt

1 /T cos ((z — a)t) — cos ((x — b)t) g+ /T sin((z — a)t) — sin((z — b)t) Qb

El primer integrando es impar en ¢, por lo que la integral es nula. El segundo integrando, sin embargo, es
par, por lo que podemos concluir:

JT(x)=2/OTSin((x_“)t)_Sin((f”'_b)t) dt:1</0Tsm(($_a)t)dt—/on((x_b)t)dt>.

2t T t t

Ahora, haciendo los cambios (z —a)t = u y (x — b)t = v, tenemos

(z—a)T o; (z—b)T
Jr(z) = = ( / sinfu) 4, / sin(v) dv) .
s 0 u 0 v

Una vez que hemos desarrollado Jr lo suficiente, nos gustaria poder aplicarle el teorema de la conver-
gencia dominada para meter el limite (respecto a T') original del enunciado y asi simplificar al maximo el
célculo de la integral respecto de dF(x).

v sin(u)

Definimos g(v) := [, =~ du, que es una funcién continua y acotada definida en todo R. Sea K € R
tal que |g| < K, tenemos que las funciones Jr(z) = 2 (9((z — a)T) — g((z — b)T)) son continuas (y por lo
tanto integrables) y |Jr| < % Veamos ahora a qué funcién convergen puntualmente nuestras funciones

Jr cuando T — oo; usando lim g(v) = 5 y g(0) = 0 es facil ver que
VvV—00

s z<a<b= limpJr=2L1(-%—-(-%))=0
srz=a<b= limpJr=21(0+2)=1
na<z<b= limpJr=1(2+2)=1
na<z=b = h'mTJT:%(ngO):%
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»a<b<z = limpJr=21(Z- (%)) =0.

En conclusién, Jr converge puntualmente a la funciéon

1 a<x<b
Jx)=<% z=abdz=0b
0 otro caso

Finalmente podemos aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, obteniendo

T e—zat o e—zbt o0

1i T = 1li F = 1i F = F =
Jin [t i [ r(@)dr@) /_ i Jr(a) dF(a) /_ REE

:/_;OdF(:c)Jr/{a};dF(SC)Jr/abldF(a:)Jr/{b};dF(x)Jr/bOOOdF(a:) = ;/{} dF(x)+/abdF(x)+;/{b} dF(z) =

— %(F(a) —F(a™))+F(b™) — F(a) + E(F(b) _ (b)) = Fb)+F(b~) F(a)+ F(a_).

2 2 2

Teorema 15.5. Una funcion caracteristica es funcion caracteristica de una sola funcion de distri-

bucion. En otras palabras, la correspondencia entre funciones de distribucion y funciones caracte-
risticas es una biyeccion.

Demostracion. Por la féormula de inversién, obtenemos la igualdad

T 6—zat . e—zbt

F =1i 11 11 — o (t)dt
(@) =lim tin M |~ v

Y como el miembro de la derecha estd determinado por la funcién caracteristica, resulta que la funciéon
de distribucién queda determinada en todos sus puntos por la funcién caracteristica. O

15.3. Funcidén caracteristica integrable

Teorema 15.6. Sea ¢ la funcion caracteristica de la funcion de distribucion F. Si existe con valor
finito la integral

/ lo (t)|dt < oo
R
entonces F' es continua y tiene derivada continua, que puede calcularse por la féormula

1 .
F'(z) = 27T/Re_“X<p(t) dt

.

J

Demostracion. Con las hipoOtesis del teorema el limite que aparece en la féormula de inversién puede
suprimirse escribiendo

2 2

F(b) + F(b_) F(a) + F(a—) _/ e—iat _ o—ibt
R
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ya que
T e—z’at _ e—z’bt e—iat _ e—ibt
lim — o (t)dt = lim _(t)- I _ t) dt
e | g 2mil P (t)dt = lim o 2mil 2 (®) Iy ()

donde I_r 1y (t) es la funcién indicador del intervalo (—7',T) y se puede aplicar el TCDL (11.4)) al limite
interior, ya que vale la acotacién (como vimos en la demostracién del Teorema de Inversion)

—iat __ efibt

ey 09 0] < 510 ()

(&

2mait

y esta ultima funcién es independiente de T' y su integral es finita en R. Por tanto, el limite anterior nos
da la igualdad que queriamos al principio.

Ahora, para ver que F' es continua, supongamos z fijo, y tomemos = + h

(punto de continuidad de F) con h > 0. De este modo, la férmula de inversién nos da

F(z)+ F(x e—iwt _ o—i(zth)t
Flatn)— D@L >=/R e (1) di

2

y por la desigualdad mencionada antes, obtenemos

F F(r— —ixt _ —i(z+h)t
F(x+h)—M S/ ‘ e. t) dtﬁh/|<p(t)]dt
2 R 2mit 2 Jr
y tomando limites cuando h — 0, obtenemos
F F(x~
F(x)—w —0 < F(z)=F(a)

luego F' es continua.
Para obtener su derivada, tenemos

F h) - F inversion 1 —ixt _ p—i(z+h)t
A= Pl e L [ £ ey
R 2mit

h h

En la demostracion del teorema de inversion, vimos que

. ) . (b—a)t
e—zat _ e—zbt b—a — (a 4 b) t Sin <72 )
- = exp

2mit 2m 2

y esto podemos aplicarlo a nuestro caso, quedando

F($+h}z— /exp(( —Z)it) Sinétgt)sO(t)dt:

/ ~ exp <(—a: - Z) z’t) Smétgt) o () dt

|)|

El médulo del integrando estd acotado por 5+, que es independiente de h y tiene integral finita. Por
tanto, podemos tomar limites para h — 0, obtemendo

/ L oxp (—ait) o (1)
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(recordemos que lim,_, Sinagx) =1)

Y hemos obtenido el resultado buscado.
Por dltimo, la continuidad de F’ es inmediata, ya que su integrando estd acotado por |¢ ()|, indepen-
dientemente de x, con integral finita y e~**! es una funcién continua. O

15.4. Derivabilidad de la funcion caracteristica

Teorema 15.7. Si existe con wvalor finito el momento de ordemn n de la variable aleatoria X,
entonces la funcion caracteristica ¢ de X admite derivadas hasta el orden n y las derivadas valen

o) (t) = / (i) e dF (z) = i / AR (1) (1)

parar =1,2,...,n.
Resulta de esta formula que los momentos estdn ligados con la funcion caracteristica por la relacion

0™ (0) = i" o

\

Demostracion. La existencia del momento de orden n de X asegura la existencia de los momentos
ar = E(X") = / 2" dF (z)

parar=1,...,n.

Vamos a ver el resultado por induccién, donde el caso r = 0, ya lo conocemos.

Admitamos, entonces, que existe la derivada de ¢ de un orden r < n y que la férmula (1) funciona.
Demostraremos que existe la derivada de orden r + 1 y que esta derivada se obtiene por esta misma
féormula, incrementando r en una unidad.

En efecto, se tiene

(r) — () . : _
¥ (t+ h) ¥ (t) _ 1 - AT [ i(t+h) _ itx _ 1 .\ ity e iha - —the _
A —h/(zx) (e e )dF(a;)—E (ix)" e 2 (e 2 —e 2 )dF(x)—

_1 / (iz)" ¢ire <2¢ sin <h2x>> dF (z) = / iyt ()70 G 4o

h

"1 que es independiente de h y tiene integral finita,

Este tultimo integrando tiene moédulo acotado por ‘x
por lo que podemos tomar limites para h — 0, obteniendo

S0(7"+1) (t) — /(ix)r+1 eitmdF (1’)

que es, precisamente, (1). O

Teorema 15.8. Si existe la derivada en el origen ©** (0) de orden 2n de la funcion caracteristica
 de la variable aleatoria X, existe con valor finito el momento de orden 2n de X.

Una propiedad mas precisa que estos teoremas, es la siguiente:
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Hecho 15.1. Condicidn necesaria y suficiente para que exista la derivada @) (0) de la funcion
caracteristica ¢ de la funcién de distribucion F, es que valga

lim a" (1 — F (a) + F(—a)) =0

a—r0o0

Y que existe

Y en este caso, se tiene

Teorema 15.9. Sea ¢ la funcion caracteristica de la variable aleatoria X. Si existen todos los
momentos o, = E(X™), y la serie
o
On ,..\n
> (i)

n=0

es convergente para |t| < R, entonces ¢ es desarrollable en serie de potencias para |t| < R y vale

\. J

Observacion. Por el teorema sabemos que, si existe F (e“X) y E (e*aX) para un a > 0, entonces
existen todos los momentos de la variable aleatoria X y la serie

[e.9]

n=0

es convergente para |t| < a. Por tanto, por el teorema anterior, resulta que, si existen E (eaX ) v E (e‘“X )
para un a > 0 , entonces
Qp

e (1) =32ty Jt] < a

15.5. Distribuciones simétricas

~ )

Teorema 15.10. Condicion necesaria y suficiente para que la variable aleatoria X tenga distribu-
cion simétrica respecto del origen es que la funcion caracteristica ¢ de X sea real.

Mds general, la variable aleatoria X tiene distribucion simétrica respecto de c st la funcion carac-
teristica ¢ de X se descompone en el producto

p(t) =y (t)

donde 9 (t) es una funcién caracteristica real, y reciprocamente.
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Demostracion. Si X tiene distribucion simétrica respecto del origen, X y —X tienen la misma distribucién
y, por tanto, la misma funcién caracteristica y se tiene

o(t)=E (eitX) _EB (eit(—X)> — B (ei(—t)X> — ()= r(t)

por lo que ¢ debe ser real.
Si la variable aleatoria tiene distribucién simétrica respecto de ¢, las variables aleatorias Y = X — ¢
y —Y = ¢ — X tienen la misma dsitribucion, luego Y es simétrica respecto del origen y se tiene, ya que
X=Y+c
© (t) - E (eitX) - B (eit(Y—l-c)) — ot (ZY) _ eiCt’gb (t)

donde % (t) es una funcién caracteristica real, por lo visto antes. O
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16. Funciones generatrices (varias dimensiones)

16.1. Funcién generatriz de probabilidad de varias dimensiones

Veamos a continuacion la generalizacién del concepto de funcion generatriz de probabilidad de una va-
riable aleatoria al caso multidimensional. En lo que sigue, decimos que una variable aleatoria multidimen-
sional es entera no negativa si sus componentes son, precisamente, variables aleatorias unidimensionales
enteras no negativas.

Definicién 16.1. Sea X = (X1,..., X)) una variable aleatoria entera no negativa k-dimensional y sea
también el conjunto C := {t = (t1,...,1;) € RF: E(tfﬁtf2 . t?’“) < +oo} . La funcién

f:C¢ — R
t o E(tf(lt§2-~~ti(’“>

se llama funcion generatriz de probabilidad de la variable aleatoria X.

Proposicion 16.1. Llamando
Piy,iy = P(X1 =1i1,..., X = ix),

con i; € {0,1,...} para cada j € {1,2,...,k}, podemos escribir

FO) = " piraty ot

Bl yeeeylk
Es decir, f es, o bien un polinomio en las variables t1,...t; y C = R, o bien una serie de potencias en
dichas variables. En cualquier caso [-1,11F c C, por ser (1,1,...,1) € C < Divoiy Piyi, = L.

Evidentemente el reciproco también es cierto, es decir, si dada una funcion

g:C — R
i Zil,...,ik qil,...,iktzll s t;ck ’

los coeficientes q;, .., verifican las condiciones

k

Qiy,....i, = 0, Z Qiy,iy = 1

Ulyensll

entonces g es una funcion generatriz de probabilidad con probabilidades determinadas por dichos coefi-
cientes.

Dadas las n variables aleatorias k-dimensionales
Zj:(Zjl,ng...,ij) j:1,2,...,n

denotaremos su suma con

n n n
S = (Sut, Suzee s Suk) = 21+ Zak oo+ Zno= | S 250> Zjoy S Zye |
7=1 j=1 Jj=1
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es decir,

n

Sor =Y _ Zjr r=1,2,... k.

Jj=1

Teorema 16.1. Sean Zi,...,Z, variables aleatorias enteras no negativas k-dimensionales inde-
pendientes y sea también S, = Z?:l Zj. La funcion generatriz de probabilidad f de S, es el
producto de las funciones generatrices de probabilidad f; de las variables aleatorias Z;, al menos

en el intervalo [—1,1]".

Demostracion. Sea t = (t1,...,t;) € R¥. Se tiene que

n n
7 7 . . Z; indep. . .
E(tfnl .. tfnk) = F (tlz:] N tkzj ]k) —E | | tIZJI . tf]k J li €p | | E(tIZJI . tf]k)
j=1 J=1

y como f(t) = E(tf"1 . 'tgn’“) y fi(t) = E(tle1 . ~t,fj’“), esto es precisamente lo que queriamos probar.
O
Teorema 16.2. Sea X = (X1, Xo,..., Xi) una variable aleatoria entera no negativa k-dimensional

con funcion generatriz f. Sean también las variables aleatorias
U= (Xy,...,Xp) V=(Xnt1,---, Xk)
con h < k, que tienen funciones generatrices
fult) = f(tr,...,tp,1,...,1) fv@®) = f(,... L thet, .o tk)

respectivamente. Entonces U y V' son independientes si y sélo si se verifica que

f@) = ftr,. . te) = fulti,. . tn) - fu(thet, .- te).

Proposicion 16.2. Sea X una variable aleatoria entera no negativa k-dimensional y f : C' — R su

funcion generatriz. Si (1,...,1) pertenece al interior de C, tomando r1, . ..,r) enteros no negativos
cualesquiera y r =11 + --- + 1, Se cumple que
o f

— (7“1),_' (Tk)

16.2. Funcién generatriz de momentos de variables aleatorias de varias dimensiones

Definiciéon 16.2. Sea X una variable aleatoria k-dimensional y sea también el conjunto

C = {t eRF: Eexp (h X1 4 -+ + tp X3)) < +OO}'
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La funcién
g:C — R
t — E(exp(t1 Xy +---+t:Xg))

se llama funcién generatriz de momentos de X.

Teorema 16.3. Sea X una variable aleatoria k-dimensional, cuyas componentes poseen funciones
generatrices de momentos definidas todas ellas, al menos, en un cierto intervalo [—a,al, con a > 0.
Entonces existen todos los momentos

Ay = E(Xfl e X]:k) >

la serie

Opryre m Tk
Z T1!'-'7”k!t1 ot
r1>0,...,7. >0

es absolutamente convergente en un entorno del origen y en dicho entorno se verifica que

k
gt)=Elexp | t:X; | | = > Pl
j=1

™ T
r1>0,...,7. >0 k!

16.3. Funcion caracteristica

Definicién 16.3. Sea X una variable aleatoria k-dimensional con funcién de distribuciéon F : RF — R.
La funcién ¢ : R¥ — C definida por

k
o(t) = exp th :/exp ith:Ej dF (z) =
j=1

k k
= F'| cos thXj +1F | sen ZtﬂXJ

7j=1
k
:/cos thX] —i—z sen ZtX dF (x).
j=1 j=1
se denomina funcién caracteristica de X.
Utilizando la notacién matricial

T t1 Xl
T = , t=1:1, X = : ,

Tk tr Xk:

la expresion de la funcién caracteristica se puede escribir como

cp(t):E(exp(z'.tt.X)):/Rkexp(i-tt'X)dF(a:):/chos( - X) dF (z)+ z/ sen (t' - X) dF (z).

RF
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Teorema 16.4. Si ¢ es la funcion caracteristica de una distribucion k-dimensional, entonces se
verifican las siguientes propiedades:

1. ¢(0) =1.
2. lo(t)] < 1.

3. v es uniformemente continua en R*.

Teorema 16.5. Toda funcion caracteristica determina la funcion de distribucion de la que procede
por la formula de inversion
F(z)= lim limJ(a,b),

a——o0 blx

donde

T T k —itja; _ —itjbj
J(a,b) = lim SIE o) dt
T—+oco J_T -T — 27T'ltj

ya que esta ultima expresion toma el valor

k 1 siaj <xzj <bj
J(a,b) :/Rﬂfj(xj) dF (z) fia) =41 siz;e{a b}
J=1 0 en otro caso
Teorema 16.6. Si ¢ es la funcion caracteristica de X = (X1,...,Xy), entonces su conjugado

complejo ¢ es la funcion caracteristica de —X.

Teorema 16.7. Sean A € My, (R) y b € RP. Si las variables aleatorias X e Y, de k y h
dimensiones respectivamente, estdn relacionadas por Y = AX +b, entonces también se verifica que

py (u) = " Ppx (Au) .

Demostracion.
E(ei“ty> _ E<eiut(AX+b)) _ E(ez‘(utAX+utb)> _ eiuth(eiutAX> _ eiuth<ei(Atu)tX) — by (Alu)

O]

Teorema 16.8. Sean X e Y dos variables aleatorias k-dimensionales independientes. Entonces,
tomando Z = X + Y, se tiene que

wz(t) = px(t) py(t)

Demostracion. ¢z(t) = E(eittz> = E(e“t(X*Y)) = E(e"ttxe”ty) = E(eittx) E(eitty> = px(t) py (t).
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17. Algunas distribuciones notables

17.1. Distribucién multinomial

Sean
ZJ = (Zj17 ,ij)7 j = 17 )

n variables aleatorias independientes todas con la misma distribucién, definida como sigue. Cada Z; solo

puede tomar los k valores
€1 = (1, 0, ceey 0)
ez = (0,1,0,...,0)

€L = (0,0, ...,0, 1)

con probabilidades
P(Z] = 67') = P(Z] = (57"17 7(57‘]6)) :p'/‘7 r= 17 7k

donde
pr>0,r=1,..k, Zprzl
T

Ui
Oij = Z j
0 i#J

La funcién generatriz de probabilidad de cada Z; es

y 0i; es la ¢ de Kronecker, definida por

fj (t) = pit1 + pata + ... + prty

luego la funcién generatriz de probabilidad de la variable aleatoria suma

Snzz:Zj: szl,...,Zij — (Sul, -y Soi)

es el producto de las f; (t) anteriores, es decir, la funciéon generatriz de probabilidad de S, es

f )= (pity + ... + prts)”

Utilizando aqui la formula de Leibniz, obtenemos

) =Fltnte)= >, Sl

T1y..3Tk

n! -
1,72 Tk4T1472 Tk
-Tk'pl Do e Dt T e

luego
n!

-
P (8= (r1yo i) = g pf con Zr =n
1
Y la distribucién de esta variable S, se llama distribucién multinomial.
La distribucién marginal correspondiente a la primera componente S,; de la variable S,
queda determinada por la funcién generatriz de probabilidad que se obtiene haciendo en la funcién f (t)

los valores t9 = t3 = ... = t;, = 1, con lo que obtenemos

f (tl, 1, ooy 1) =F (75‘19”115"2 CE lsnk> =F (tf’“) = (pltl +p2+ ... +pk)n q1=p2;..+pk (pltl + ql)n
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o sea, que S, es binomial de parametros n y p1. Notese que esto vale para cada una de las componentes,
y se tiene
E(Spj) =n-pj

Var (Snj) =n-pj-qj, ¢ =1-p;

Para la distribucién marginal de las dos primeras componentes de .S, se tiene la funcién generatriz
de probabilidad

f12 (tla tQ) — f (tl,tQ, 17 . 1) = F (tf’ﬂltganSnS C 1Snk) =F (t»lsnltgn2> QIQZP:;F.--'H?I@ (pltl +p2t2 + q12)n

y las funciones generatrices de probabilidad en estos casos son polinomios en las variables, ya que la
esperanza F da sumas finitas. La derivacién permuta con la suma finita, por lo que también lo hace con
el simbolo esperanza, E (la derivacién permuta con el operador E. Podemos 'meter la derivada dentro’
de la esperanza porque esta no es mas que una suma finita).

Para calcular la covarianza de S,1, 5,2 podemos calcular

9% f12
Ot10ts

=K <5n1t19"1_15n2t§"2_1) =n-(n—1)-p1-pa- (prts + pata + qu2)" >
y, haciendo t; = to = 1, se obtiene
E (Sp18n2) =n(n —1)pip2

Cov (Sp1,Sn2) = E (Sn1Sn2) — E (Sn1) E (Sn2) = n(n— 1) pipa — n’pip2 = —np1p2
En general, se tiene
Cov (Sm’ Snj) = —Nnp;pj, 7 7é ]
17.2. Distribucién normal

Una variable aleatoria X de una dimension tiene una distribuciéon normal con los parametros p
y 0, con —oo < < ooy o >0, sies de tipo continuo con funciéon de densidad

2
f(z)= ! eXP<—(x_m>, —o0o <z <00

2mo 202

Que X es una variable aleatoria con distribucién normal con la densidad mencionada lo expresaremos
escribiendo «X tiene una distribuciéon N (M, 02)» o0«X es N (,u,, 02)».

Para que este definicion tenga sentido, es preciso comprobar que esta funcién es, efectivamente, una
funcion de densidad:

Demostracion. Lo vamos a hacer primero para el caso en que tenemos una variable aleatoria Y que es
N (0,1). En este caso, su presunta funciéon de densidad queda

fy(y) = \/127

Claramente, es no negativa.
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Queremos, entonces, ver que su integral vale 1:

y? =2t
dt di

o0 ar 1 o] 2 2ydy:2dt:>dy:*:7 1 fe'e) 1
/ fr (y)dy ™= 2\/%/0 exp (_312) dy = vV 2@/0 exp(—t)-ﬁt*%dt:

por lo que en el caso de ser N (0, 1) s que es una funcién de densidad.
Ahora, si Y es N (0,1), entonces la variable aleatoria

X=0oY+p, 0>0

o - 2
5 () = e (-4

que es precisamente la de nuestra definicién. Por tanto, es una funcién de densidad. ]

tiene la funcién de densidad

Ademés, hemos comprobado que si Y es N (0,1), la variable aleatoria X = oY + p es N (u,az).
Inversamente, si X tiene una distribuciéon N (,u,, 02), entonces Y = % tiene una distribuciéon N (0, 1).

FEl significado de los pardmetros p y o lo da el siguiente teorema:

Teorema 17.1. 57 X es N (u,az) entonces
E(X)=p

Var (X) = o*

Demostracion. Como antes, empecemos suponiendo que Y es N (0, 1). El momento de segundo orden de
Y es

1 00 yQ ar 1 [e%e) y2 dy: NeT3 1 o] 1
F (YQ) — \/% /_OO y2 exp () dy par 2 y2 exp (2 dy — 2/0 Qtexp (ft) Tdt —

Y como la funcién de densidad de Y es simétrica respecto del origen, se tiene E (Y) = 0.
Por tanto

tal y como queriamos ver.
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Ahora bien, si Y es N (0,1), entonces X = oY + ppes N (,u, 02) v se tiene
EX)=cE(Y)+p=p

Var (Y)=Var (oY +p) = Var (cY) = o?Var (Y) = o2

Teorema 17.2. La funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria X con distribucion
N (u,ag) es

E (etX) = e“t+#, teR
y la funcion caracteristica

E (eitX) = eiut*#, teR

Demostracion. Para simplificar, tomemos primero Y = %, que es N (0,1). Su funcién generatriz de

momentos es
B(e") = — /Oo e gy = - /Oo w4 g
e = — e’e = — e
V2T ) Y V2T J o 4

Aqui notamos que

2

y 1 1 1
ty— = =— (P —2y)=— (V¥ -2y+t* ) = ((y—-t)° -t*) =~ (y—t)° + =
2 2 2 2

y es
t2
ez 0

E(ety)—\/%/i:exp <—;(y—t)2+t22> dy= [ ew (—;(y—t)2> dy

y esta integral da el mismo resultado, independientemente de ¢, que es

/OO exp <—1(y—t)2> dy = V2r

. 2

por lo que queda
2
E(ety) = e%, teR

Pero esta igualdad también es vélida en el plano complejo (ambas son funciones analiticas que coinciden
en toda la recta real), es decir

E (exp (2Y)) = exp <Z;> ,zeC

Entonces, tomando z = it, obtenemos la funcién caracteristica de Y':
itY 12
E (el ) =e 2

Y aplicando estos resultados a la variable aleatoria

X=0Y+u
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t2o'2
2

obtenemos ) s
E (etX) - E (et(u+UY)) _ etuE (e(tUY)) _ et'u“etTa — et +
2

E(")=E (eit(quaY)) _ eim,cﬂ;
Ul

Momentos respecto de la media: para una variable aleatoria Y con distribucién N (0, 1), la funcién

. 2 .
generatriz de momentos es exp (%), cuyo desarrollo en serie es

Y 12" Qn .,
B =2 =2
T n

donde o, = E (Y").
De aqui podemos deducir los momentos de Y':

A1 = ) (Y2r+1) =0

. 1 2r)! 4
a2 :\,QQT—E(YQ’“)—(QQ—1-3.5-...-(27«—1)

(2r)!  rl2r
x puede obtenerse ficilmente mediante induccién en 7.
Una notacién utilizada en estos casos es
2r—1)l=1-3-...-(2r—1)

2r)t=2-4-...-(2r)

Asi, los momentos respecto de la media de una variable aleatoria X = oY + u con distribucién N (,u, 02)

son s = E [(X B M)2r+1] - E |:(O'Y)2r+1:| =0

pop = B [(X = )] = B [(0Y)”] =0* - (2r - 1)1

Teorema 17.3. Si X, son wvariables aleatorias independientes con distribucion N (/LT,O'T) r

1,...,n la suma
S,=X14+...+X,

tiene una distribucion N (,u, 02) donde
n= m

J

\.

es el producto de las funciones caracteristicas de los sumandos, luego

n n
EW%:HEW%:Hm%WT2
r=1 r=1
que coincide con la funcién caracteristica de una distribucién N (u, 02) con los 1, 02 del enunciado.

r=1
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Demostracion. Por la independencia de las variables aleatorias X, la funcién caracteristica de la suma

o2t? "/ o2 e 2 & 9
N >:exp Z<zt;¢r2r ) = exp ztz,urf§Zo*T
r=1 r=1
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17.3. Distribucién B (beta)
La funcién B (beta) se define por

1
B(p.q) = / T (1—a)" de, p,g>0
0
Con esta funcion se puede definir la distribucién B (beta) de parametros p, g como la distribucién

de tipo continuo en R con funcién de densidad

LS (1 —2) 2 e (0,1)

) — ) B
fla) {opq ¢ (0,1)

La distribucion transformada de la B que se introduce en el siguiente teorema serd de interés mas

adelante.

Teorema 17.4. Si la variable aleatoria X tiene una distribucion B de parametros p,q la variable

tiene la funcion de densidad dada por

fy(y) = B(p,q) (1+y)PT? y € (0,00)
0 y <0

Demostracion. La transformacién que hace pasar de X a Y es una biyeccién monétona de (0, 1) en (0, 00).
Aplicaremos la formula que da la densidad en un cambio de variable aleatoria

fy () = fx (h(y) |1 (y)]

donde, en este caso

Y

hy) = —2—
W) =17 ;

es la inversa del cambio realizado, con lo que se obtiene la funcién de densidad de Y

frl) =i (1—yky) (1—:y)2 - B(;q) (1iy>p_l (1_ 1iy>q_l (1+1y)2 -

, y €(0,00)

1 y \P'/ 1\ 1 1 yp1
" B(p,a) <1+y> (1 +y> (1+y)? Ba) (1+y)P o2
1 yp_l
- B(p,q) (1+y)P*

para y € (0,00), y fuera de este intervalo, vale 0.
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Los momentos de la distribucién de la variable Y transformada de la B son

I S L S B(p+r,q—r)
ar—EY’"—/ T dy = / — e y=— 2 7
&) B o P 0+yy™ T B Jo qryprre B (p,q)
valido para r < q. Para r > ¢ se tiene
E(Y") =0
Simplificando la expresion anterior, para r < g, se tiene
_Bp4rg—r) _Tp+nTg=r) _ p-(p+l)-c-(pr—DI@T(g—r) _
' B (p,q) L'(p)T (q) L(p) (g—r)-(g=r+1) -(@=1)T(g—r)
pp+1) .- (p+r—1) 7(p—|—7’—1)(r)

(g—7r)(g—r+1)-...-(¢—1) (g—1)™
17.4. Distribucién I' (gamma)
La funcién gamma se puede definir por la integral

o
I'(p) :/ e 'P7tdt, p> 0
0

Se verifica

[e.e]
r
/ e Pl = a%))’ a,p>0 (1)
0
Una variable aleatoria tiene una distribucién I' (gamma) de parametros a,p > 0 si su funcién de
densidad es de la forma
A gplemar g5 ()
f@)=9q."
0 <0

La distribuciéon con la funcién de densidad anterior serd denotada por «distribucién I' (a, p)».
Que es una funcién de densidad es inmediato, ya que es no negativa y, usando (1) obtenemos que

© aP @ (% e p1, ) a T(p)
f(z daz:/ aP~ e gy = / e P ldy = =
A ) o I'(p) I'(p) Jo ['(p) a?

La funcién caracteristica de I (a,p) es

) D 0o aP 0o )
)= E XYy a / itz p—1,—aw j.. _ / —(a—it)z p—14
# ) (=) rwh ©° °C TTTwh € e

Ahora bien, (1) se verifica también si a es un complejo con parte real positiva, por lo que es
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Teorema 17.5. Sean X,Y dos variables aleatorias independientes con distribuciones I' (a,p) y
' (a,q), respectivamente. Entonces, las variables

X
= =X+Y
U=3, V=X+

son dos variables aleatorias independientes, U con funcion de densidad

1 wuP—1
fu (u) = { BP9 (+uwy™? u >0
0 w<0

(o sea, U es un transformada de una distribucion B).
YV con funcion de densidad

p+q +qg—1_—
fo (o) = [T 00
0 v <0

que se corresponde a una distribucion T (a,p + q).

Demostracion. El cambio de la variable (X,Y) a la (U, V) se hace con la transformada definida por

{:

que transforma el primer cuadrante (0,00) x (0,00) en si mismo. El jacobiano de la transformacién es

xr = uv
con inversa 14w

8 <8

ty

_ v
y_lJru

d(z,y) v

8(”) U) (1 —|—u)2

La funcién de densidad de (X,Y") vale para (z,y) € (0,00) x (0,00) y es (X,Y independientes)

p q p+q
a p—1_—azx a yq—le—ay — a

Tp)' © Tl T(p)T (g)

Y para obtener la funcién de densidad de (U,V) hay que sustituir en la anterior funcién de densidad
las variables x,y por sus valores en funcién de w,v y multiplicar por el médulo del jacobiano de la
transformacién, obteniendo

aPt4 uv p—1 v a1 av v abta up—l
u,v) = e = 'Uerqileiavy u,v > 0
fow) (0) = 507 <1+u> <1+u> L+w DT @+ up™

y vale 0 en el resto de cuadrantes.
La densidad de U se obtiene integrando el anterior respecto de v en (0,00) y resulta

P 1 yq— 1 e—a(x—i—y)

f(X,Y) (z,y) =

fu (u) =

o v / 7 pra—tg—ang, O " wt T(p+q  Tlp+q v
0

I'(p)T(q) (1 + u)P™ LT (q) 1+ uwpP* arte — T(p)T(q) (1+u)™
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Ahora bien, como sabemos que

T e Lot (2wt T(p+q)
1_/0 fu (w)d _F(p)F(q)/o (1+uP™ " T(p)T(q)

que es una propiedad conocida de la relacién entre las funciones B y I
De aqui podemos ver que ' (p)T' (q) =T (p+ q) B (p,q), y entonces

Fp+qg 1
Blpa) = I'(p)T(q)  B(p.q)

[ ( ) ar™t w! p+q—1 _—av aP* uP”! p+q—1,—av
u,v) = v e = € =
Z3%) T ()T (q) (1 + w)P e B(p,q)T (p+q) (1 +u)"*?
1 up—l ap-f-q
— . Up+qflefav — u) - v
{B(p,q) (1+u)”+q] [F(P‘HJ) fu ) Jv @)

donde fy (u), fy (v) son las densidades dadas en el enunciado, lo que prueba la independencia de las
variables U, V. O

Nota: Algunas obras utilizan en vez del pardmetro «a» de la distribucién I' (a, p) el pardmetro o = %

Teorema 17.6. Si X; son n variables aleatorias independientes con distribuciones I' (a,p;) para

j=1,...,n, entonces la suma
Sn=X14+ ...+ X,

tiene una distribucion I (a,p) donde p=p1+ ...+ pn

\.

Demostracion. Procedemos por induccion.
El caso 2 queda demostrado en el teorema anterior, ya que So =V, que es I' (a,p + ¢q).
Supongamoslo cierto para n — 1, y entocnes tenemos que

Sn = On—1 +Xn

y la hipétesis de induccién nos asegura que S,_1 es I’ <a, 27:—11 pj), y aplicando el cason =2 a S,_1 y

X, tenemos el resultado. O
Teorema 17.7. Los momentos de la distribucion I' (a,p) son
Cp+D) - (prr—1)  (p+r—-10
A a’ - a’
En particular, la media y la varianza son
_ b
p==
a
2_ P
ot =

Demostracion. Vamos a calcularlo:

a? /OOQZTerl@ax: @ T(r+p) _pp+1)--(p+r—1)-T@p) _(p+r—1)"
I'(p) Jo

o= T(p) artp T (p)a” ar
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17.5. Distribucién x? (ji cuadrado)

Se llama distribucién x? con n grados de libertad a la distribucién de una suma de n cuadrados
de variables aleatorias independientes normales de media 0 y varianza 1, es decir, la distribucién x? es la

de la variable aleatoria
X=X{+..+X2

donde las X son independientes y tienen distribucion N (0, 1).

Teorema 17.8. La distribucion x* con n grados de libertad es una distribucion T’ (%, %), es decir,
su funcion de densidad es
L_237le72 >0

f(z)={2°1(3)

0 <0

Demostracion. Comencemos por el caso n = 1.
Si X7 es N (0,1), su funcién de densidad es

= €
y dela X = X12 se obtiene por

F@) =9 (Va) gz +0 (V) 5= "2 g (Va) 7z = e B h 2> 0

que es la funcién de densidad de una distribucién I’ (%, %), y el caso n = 1 es cierto.
Demostrado esto, la variable X es una suma de n variables aleatorias independientes con distribucién

1 1 AR .2 . . . . .2 1 n 1 _
r (?, 5), por lo que (pentltimo teorema de la seccién anterior) X tiene distribuciéon I' (5,22-:1 5) =
r (5, %), como queriamos ver.

Como la distribucién x? con n grados de libertad es una T’ (%, %), su funcién caracteristica es
p(t)=(1-2it)"?

Por la misma razoén, los momentos son

(r)
ay =27 (g—i—r—l) =nn+2)(n+4) .- (n+2r—2)

v la media y varianza
a1 =N

o‘ =2n
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17.6. Distribucién F de Snédecor

Se llama distribucién Fde Snédecor con m y n grados de libertad a la distribuciéon de una
variable aleatoria que se define por la expresion

F=m mmneZ"

3|<3 [

donde X, Y son dos variables aleatorias independientes con distribuciones x? de m y n grados de libertad,
respectivamente.

Teorema 17.9. La funcion de densidad de una variable aleatoria con una distribucion F de Sné-
decor con m y n grados de libertad viene dada por

m n% x%_l x>0
B( 7%) (n+mzx) m;n

0 <0

w[3 o3

f(x) =

\.

Demostracion. La funcion de densidad de Z = %, segin el primer teorema de la seccion dedicada a la
distribucién I' es (recordemos que x? con k grados de libertad tiene distribucién I' (%, %))

1 z7 !
g(z) = > 2 >0
B(%3,%) (1+2) 2
y la variable
-y
m

tendrd funcién de densidad

f (@) <m ) m m 1 (mg) 21 m 1 mz l.onlm% gl
T :g —X) — = — m-4+n = m-4n m+n =
nosn nB(%?%)(l—i—%a:) : nB(%v%)(nijx) 2t 3
1 m2 'n_%*'m;n cp2l mans z3 !
= m+n = m+n
B(3.5) (n+mx) 2 B(3.%) (n 4+ mx) 2
y tenemos el resultado. O

Teorema 17.10. Los momentos o, de la distribucion F de Snédecor con m yn grados de libertad
existen para r < g y vienen dados por

\. J

Demostracion. Primero notamos que
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donde Z = % tiene una distribucién transformada de B con p = 3 y ¢ = 5. Podemos, entonces, aplicar
la férmula que vimos para los momentos de esta distribucién:
(r)
p+r—1
o5y~ =10
(¢—1)
que existe para r < q = % Por tanto, es
m o (r)
n\" (2 +r 1)
ar(F) = (m) n_ 0
(5-1)
como queriamos. O

Podemos ahora particularizar y obtener los dos primeros momentos:

n - -m n

n
m%—l mn—2 n—2

:(n)Q m(m+2) n?(n +2)
(n—=2)(n—4) m((n—2)(n—4)
Y la varianza

9 2 20 (m+4n-2)
m(n—2)% (n—4)

Sean ahora
X1y ooy Xony Xint 1y ooy Ximtn

m + n variables aleatorias independientes con distribucion N (O, 02). Las variables X, Y definidas por
X=X{+..+X3

V=X2, 1 +..+X

m—+n

son independientes y las variables
X Y
02 o2
tienen distribucién y2con m y n grados de libertad, respectivamente. Por ello se dice que X,Y tienen
distribuciones o2x? con m y n grados de libertad, respectivamente.

Es inmediato que

F:

3 =3[

tiene distribucion F de Snédecor con m y n grados de libertad.
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17.7. Distribucién ¢t de Student

Se llama distribucion ¢ de Student con n grado de libertad a la distribucién de la variable
aleatoria

donde X, Y son variables aleatorias independientes, la variable X con distribucién N (0, 1) y la variable
Y con distribucién x? con n grados de libertad.

Teorema 17.11. La funcion de densidad de la distribucion t de Student con n grados de libertad
es

Demostracion. La variable T' tiene una distribucién simétrica, ya que

-X X’
=t _
/Y /Y
n n
con X' = — X que también es N (0,1), por lo que —T y T tienen la misma distribucion.
Si es f la funcién de densidad de T, la de T2 es

9(0) = £ (Va) 5= + 1 (V) 5= = =

y T? es una F de Snédecor con 1 y n grados de libertad, luego

n 1_q
n?2 T2
g($) = B 1 n il zeR
3:5) (n+x) 2
y entonces
n —1 n
n?2 T nz 1
B 57%)(n+x2); B(3.5) (n+2?) N
tal como queriamos ver. O

Para esta distribucién existen solo los momentos de orden 7 < n. Si son de orden impar, son nulos,
por la simetria de la distribucién y el momento de orden par r = 2h de T es el momento de orden h de
la distribuciéon F de 1 y n grados de libertad:
135 (2h—1) nh
B (n—2)(n—4)-...-(n—2h)

ar:a2h:E(T2h> :E<}—h) :nh(h_

— [Nl
S— | N~——

—~
N[
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